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Polycopié VI Structures algébriques Avant-propos

Avant-propos

Ce polycopié rassemble quarante exercices sur les structures algébriques, sélectionnés dans
une base de devoirs surveillés et de sujets de l’examen national des sessions 2008 à 2024. Les
énoncés couvrent l’intégralité du programme : lois de composition internes, groupes et sous-
groupes, morphismes et isomorphismes, anneaux, corps, ainsi que les espaces vectoriels et les
sous-anneaux de matrices.

Les exercices sont regroupés en sept parties thématiques, de difficulté croissante à l’intérieur
de chaque partie. Les trois dernières parties proposent des problèmes longs, de structure iden-
tique à celle des épreuves de l’examen national.

La plus grande partie des exercices de ce polycopié a été extraite des anciens devoirs surveillés du pro-
fesseur Abdellah Belkhatir � }ï z�

y�Ç |Ƒ ا� ¥ � |×� yد� z��
ٔ
Ʈ«ا , que nous remercions vivement.
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Polycopié VI Structures algébriques Partie I – Lois de composition internes

ILOIS DE COMPOSITION INTERNES

RAPPEL DE COURS

Une loi ∗ sur E est interne si ∀(x, y) ∈ E2, x ∗ y ∈ E ; commutative si x ∗ y = y ∗ x ; associative si
(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z). L’élément e ∈ E est neutre si x ∗ e = e ∗ x = x pour tout x, et x′ est le symétrique
de x si x ∗ x′ = x′ ∗ x = e.

EXERCICE 1

Loi x ∗ y = xy +
(
x2 − 1

) (
y2 − 1

)
· Bijection et transport

Les parties I et II de cet exercice sont indépendantes.

Partie I

On définit sur R la loi de composition interne ∗ par :(
∀(x, y) ∈ R2

)
; x ∗ y = xy +

(
x2 − 1

) (
y2 − 1

)
.

(1) Vérifier que la loi ∗ est commutative et déterminer son élément neutre.

(2) (a) Résoudre dans R l’équation : x ∗
√
3 = 1.

(b) La loi ∗ est-elle associative ? Justifier la réponse.

Partie II

Pour tout x ∈ ]0;+∞[, on pose : f(x) =
x2 − 1

2x
.

(1) Montrer que f est une bijection de ]0;+∞[ vers R.

(2) On définit sur R la loi de composition interne T par :(
∀(x, y) ∈ R2

)
; xT y = x

√
y2 + 1 + y

√
x2 + 1.

• Montrer que f est un homomorphisme de
(
R∗
+,×

)
vers (R, T ). Puis en déduire la structure

de (R, T ).

(3) On pose : H =

{
ex − e−x

2
/ x ∈ Z

}
.

• Montrer que (H,T ) est un sous-groupe de (R, T ).

(4) Pour tout entier n ≥ 2 et x ∈ R, on pose : x(n) = xT xT . . . T x︸ ︷︷ ︸
n fois

.

• Déterminer explicitement x(n) en fonction de x et n.

EXERCICE 2

Loi x ∗ y = x+ y − exy + 1 · Non-associativité

Pour bien se préparer à l’examen national • © Prof. Saad Choukri 5 z¥�
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Polycopié VI Structures algébriques Partie I – Lois de composition internes

On munit R de la loi de composition interne ∗ définie par :

∀(x, y) ∈ R2; x ∗ y = x+ y − exy + 1.

(1) (a) Justifier que ∗ est commutative dans R.
(b) Montrer que ∗ admet un élément neutre que l’on déterminera.

(2) (a) Montrer que l’équation : 3 + x− e2x = 0 admet deux solutions distinctes a et b dans R.
(b) La loi ∗ est-elle associative dans R ? Justifier la réponse.

EXERCICE 3

Loi x ∗ y = kxy + k′(x+ y) · Recherche des paramètres

On définit sur R la loi de composition interne ∗ par :

∀(x, y) ∈ R2; x ∗ y = kxy + k′(x+ y), où (k, k′) ∈ R∗ × R∗.

(1) Déterminer tous les couples (k, k′) pour lesquels la loi ∗ est associative.

(2) Quelle est la structure de (R, ∗) dans ce cas ? Justifier la réponse.

EXERCICE 4

Loi a ∗ b = e(1+ln a)(1+ln b)−1 · Puissances itérées

Sur R∗+, on définit la loi de composition interne ∗ par :

pour tout (a, b) ∈
(
R∗+)2 ; a ∗ b = e(1+ln a)(1+ln b)−1.

(1) Montrer que ∗ est commutative et associative.

(2) (a) Montrer que ∗ admet un élément neutre que l’on déterminera.
(b) Déterminer l’ensemble des éléments ayant un symétrique pour ∗.

(3) (a) Montrer que I =

]
1

e
; +∞

[
est une partie stable dans (R∗+, ∗).

(b) Montrer que l’application f : x 7→ e(
1
x) de R∗+ vers I est un isomorphisme de (R∗+,×)

vers (I, ∗), puis en déduire la structure de (I, ∗).

(4) Pour tout x ∈ I, on pose : gn(x) = x ∗ x ∗ · · · ∗ x︸ ︷︷ ︸
n fois

, où n ∈ N∗.

(a) Montrer que : (∀n ∈ N∗) ; gn(x) = e(1+lnx)n−1.
(b) Justifier que : (∀n ∈ N∗) (∃!un ∈ I) ; gn(un) = en.

(c) Montrer que lim
n→+∞

un = 1, puis calculer lim
n→+∞

n

lnn
(un − 1).
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y

Åĺăا



Polycopié VI Structures algébriques Partie I – Lois de composition internes

EXERCICE 5

Loi a ⊥ b = ab+ i(a+ b)− (1 + i) sur C · Puissances

On définit sur C la loi de composition interne ⊥ par :(
∀(a, b) ∈ C2

)
; a ⊥ b = ab+ i(a+ b)− (1 + i).

(1) (a) Justifier que ⊥ est commutative et associative dans C.
(b) Montrer que ⊥ admet un élément neutre que l’on déterminera.
(c) Le nombre −i admet-il un symétrique dans (C,⊥) ? Justifier la réponse.

(2) On pose : G = C− {−i} et H = {z ∈ C / |z + i| = 1}.
(a) Montrer que G est une partie stable dans (C,⊥).
(b) Montrer que (G,⊥) est un groupe commutatif.
(c) Montrer que H est un sous-groupe de (G,⊥).

(3) Pour tout z ∈ C∗, on pose : f(z) = z − i.
(a) Montrer que f est un isomorphisme de (C∗,×) vers (G,⊥).
(b) Soit z ∈ G et n ∈ N∗ − {1}. Calculer en fonction de z et n le nombre complexe z(n) =

z ⊥ z ⊥ · · · ⊥ z︸ ︷︷ ︸
n fois

. Puis résoudre dans G l’équation (E) : z ⊥ z ⊥ z = e−iπ
6 .

EXERCICE 6

Loi a ∗ b = (
√
a+

√
b− 1)2 · MatricesM(x)

Partie I

Pour tous a et b de l’intervalle I = [1;+∞[, on pose : a ⊥ b =
(√

a+
√
b− 1

)2
.

(1) Montrer que ⊥ est une loi de composition interne sur I.

(2) Montrer que la loi ⊥ est commutative et associative.

(3) Montrer que ⊥ admet un élément neutre à déterminer.

Partie II

On rappelle que (M2(R),+,×) est un anneau unitaire. Soit E ={
M(x) =

(
x 2(x− 1)
0 1

)
/ x ∈ R∗

}
.

(1) Montrer que E est une partie stable de (M2(R),×).

(2) On considère l’application φ définie par : φ : R∗ −→ E, x 7−→ M(x).
(a) Montrer que l’application φ est un isomorphisme de (R∗,×) dans (E,×).
(b) En déduire la structure de (E,×).

(c) Montrer que l’ensemble H =

{(
2n 2n+1 − 2
0 1

)
/ n ∈ Z

}
est un sous-groupe de (E,×).
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Polycopié VI Structures algébriques Partie II – Groupes et sous-groupes

IIGROUPES ET SOUS-GROUPES

RAPPEL DE COURS

(G, ∗) est un groupe si ∗ est interne, associative, admet un neutre et si tout élément admet un symétrique.
Une partie H ⊂ G non vide est un sous-groupe si ∀(x, y) ∈ H2, x ∗ y′ ∈ H, où y′ désigne le symétrique de
y.

EXERCICE 7

Loi a ∗ b = eln a·ln b · Corps (I,×, ∗) · Matrice non inversible

Les parties I et II sont indépendantes.

Partie I

On munit l’ensemble I = ]0;+∞[ de la loi de composition interne ∗ définie par :

(∀(a; b) ∈ I × I) a ∗ b = eln(a)·ln(b).

(1) Montrer que la loi ∗ est commutative et associative sur I.

(2) Montrer que la loi ∗ admet un élément neutre ε dans I à déterminer.

(3) (a) Montrer que (I \ {1}, ∗) est un groupe commutatif.
(b) Montrer que J = ]1;+∞[ est un sous-groupe de (I \ {1}, ∗).

(4) On munit I de la loi de composition interne × (multiplication dans R).
(a) Montrer que la loi ∗ est distributive par rapport à la loi ×.
(b) Montrer que (I,×, ∗) est un corps commutatif.

Partie II

On considère la matrice A =

 1 1 −2
−1 −1 2
−2 −2 0

.

(1) Calculer A2 et A3.

(2) En déduire que la matrice A est non inversible.

EXERCICE 8

Loi x ∗ y = xy
xy+(1−x)(1−y)

sur ]0; 1[ · Sous-groupes

Soit x et y deux nombres de l’intervalle I = ]0; 1[, on pose :

x ∗ y =
xy

xy + (1− x)(1− y)
.

(1) (a) Montrer que ∗ est une loi de composition interne sur I.
(b) Montrer que la loi ∗ est commutative et associative.
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Polycopié VI Structures algébriques Partie II – Groupes et sous-groupes

(c) Montrer que (I, ∗) admet un élément neutre à déterminer.

(2) Montrer que (I, ∗) est un groupe commutatif.

(3) On considère les deux ensembles suivants : H = {2n / n ∈ Z} et K =

{
1

2n + 1
/ n ∈ Z

}
.

(a) Montrer que H est un sous-groupe de
(
R∗
+,×

)
.

(b) On considère l’application φ définie par : φ : H −→ I, x 7−→ 1

x+ 1
. Montrer que

l’application φ est un morphisme de groupes de (H,×) dans (I, ∗).
(c) Déduire que (K, ∗) est un sous-groupe du groupe (I, ∗).

EXERCICE 9

Loi x ∗ y = x+ y − 3xy sur
]
−∞; 1

3

[
· Transport par ln

Partie I

On considère l’intervalle I =

]
−∞;

1

3

[
. Pour tout (x, y) ∈ I2, on pose : x ∗ y = x+ y − 3xy.

(1) (a) Vérifier que :
(
∀(x, y) ∈ I2

)
; 1− 3(x ∗ y) = (1− 3x)(1− 3y).

(b) En déduire que ∗ est une loi de composition interne sur I.

(2) Montrer que (I, ∗) est un groupe commutatif.

Partie II

On considère l’intervalle J = ]0;+∞[. Pour tout (x, y) ∈ J2, on pose : xT y =
ln(ex+y − ex − ey + 2).

(1) Vérifier que T est une loi de composition interne sur J .

(2) Pour tout x ∈ I, on pose : f(x) = ln(2− 3x).
(a) Montrer que f est un isomorphisme de (I, ∗) vers (J, T ).
(b) Déduire la structure de (J, T ) en précisant son élément neutre et déterminer le symétrique

de tout x ∈ J pour la loi T .

(3) On pose : H =

{
ln
(
1 +

1

2n

)
/ n ∈ Z

}
.

• Montrer que H est un sous-groupe de (J, T ).

EXERCICE 10

Loi x ∗ y = x+y
1+xy

sur ]− 1; 1[ · Corps (J, ∗,⊥)

On pose J = ]− 1; 1[.

Partie I

Soient a et b deux éléments de l’intervalle J , on pose : a ∗ b = a+ b

1 + ab
.
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Polycopié VI Structures algébriques Partie II – Groupes et sous-groupes

(1) Vérifier que
(
∀(a, b) ∈ J2

)
; 1+ab > 0, puis en déduire que ∗ est une loi de composition interne

dans J .

(2) (a) Montrer que la loi ∗ est commutative et associative dans J .
(b) Montrer que la loi ∗ admet un élément neutre dans J qu’on déterminera.
(c) Montrer que (J, ∗) est un groupe commutatif.

Partie II

On considère l’application f définie sur R par : f(x) =
ex − 1

ex + 1
.

(1) Montrer que la fonction f est une bijection de R vers J .

(2) Soit g la bijection réciproque de l’application f (la détermination de g n’est pas demandée).
Quels que soient x et y de J , on pose : x ⊥ y = f(g(x)× g(y)).
• Montrer que f est un homomorphisme de (R∗,×) vers (J∗,⊥) tel que J∗ = J − {0}.

(3) On rappelle que (R∗,×) est un groupe commutatif et on admet que la loi ⊥ est distributive
par rapport à la loi ∗ dans J .
• Montrer que (J, ∗,⊥) est un corps commutatif.

EXERCICE 11

Loi a ∗ b = (x− a)(y − a) + a · MatriceA2k = I

Les deux parties sont indépendantes.

Partie I

Dans l’anneau (M3(R),+,×) on considère les deux matrices :

I =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 et A =


√
2
2

√
2
2 0

√
2
2 −

√
2
2 0

0 0 1

 .

(On pose : A0 = I, A1 = A, A2 = A×A, An+1 = An ×A pour tout n de N.)
(1) Montrer que : (∀k ∈ N); A2k = I.

(2) Montrer que A admet une matrice inverse A−1 que l’on déterminera.

Partie II

Soit a un nombre réel. Pour tout x et y de l’intervalle I = ]a; +∞[ on pose : x ∗ y = (x− a)(y−
a) + a.

(1) (a) Montrer que ∗ est une loi de composition interne dans I.
(b) Montrer que ∗ est une loi commutative et associative.
(c) Montrer que (I, ∗) admet un élément neutre que l’on déterminera.

(2) Montrer que (I, ∗) est un groupe commutatif.

(3) On considère l’application : ϕ : I −→ R∗
+, x 7−→ 1

x− a
.
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(a) Montrer que ϕ est un isomorphisme de (I, ∗) vers
(
R∗
+,×

)
.

(b) Résoudre dans l’ensemble I l’équation : x(3) = a3 + a, où x(3) = x ∗ x ∗ x.

EXERCICE 12

Loi a ∗ b = a+ (−1)a × b sur Z · Groupe non commutatif

Pour tout (a, b) ∈ Z2, on pose : a ∗ b = a+ (−1)a × b.
(1) Montrer que la loi ∗ n’est pas commutative dans Z.

(2) Montrer que (Z, ∗) est un groupe non commutatif.

(3) Pour tout n ∈ N∗ − {1}, on pose : nZ = {k n / k ∈ Z}.
• Montrer que nZ est un sous-groupe de (Z, ∗).

EXERCICE 13

Loi T sur C× C∗ · Groupe non commutatif · Sous-groupe

On rappelle que (M2(R),+,×) est un anneau unitaire non commutatif dont le zéro est la matrice

O =

(
0 0
0 0

)
et l’unité est la matrice I =

(
1 0
0 1

)
. On considère dans C×C∗ la loi de composition

interne T définie par :

∀ ((a, b), (c, d)) ∈ (C× C∗)2 ; (a, b)T (c, d) =
(
ad+ c, bd

)
(d étant le conjugué du nombre complexe d).

(1) (a) Vérifier que (i, 2)T (1, i) = (2, 2i), puis calculer (1, i)T (i, 2).
(b) En déduire que la loi T n’est pas commutative dans C× C∗.

(2) Montrer que la loi T est associative dans C× C∗.

(3) Vérifier que (0, 1) est l’élément neutre pour T dans C× C∗.

(4) (a) Vérifier que : ∀(a, b) ∈ C× C∗; (a, b)T

(
−a

b
,
1

b

)
= (0, 1).

(b) Montrer que (C× C∗, T ) est un groupe non commutatif.

(5) (a) Montrer que R× R∗ est stable par la loi de composition interne T .
(b) Montrer que R× R∗ est un sous-groupe du groupe (C× C∗, T ).

IIIMORPHISMES ET ISOMORPHISMES
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EXERCICE 14

MatricesM(x; y) triangulaires · Isomorphisme vers (R∗ × R,⊥)

M2(R) est l’ensemble des matrices carrées d’ordre 2. On rappelle que (M2(R),+,×) est un

anneau unitaire dont l’élément neutre est I2 =

(
1 0
0 1

)
. Soit F l’ensemble des matrices carrées

M(x; y) de M2(R) telles que :

M(x; y) =

(
x y
0 1

x

)
, avec (x; y) ∈ R∗ × R.

(1) (a) Montrer que l’ensemble F est une partie stable de (M2(R),×).
(b) Montrer que (F ,×) est un groupe non commutatif.

(2) Soit G l’ensemble des matrices M(x; 0) de F avec x ∈ R∗.
• Montrer que l’ensemble G est un sous-groupe du groupe (F ,×).

(3) On pose E = R∗ × R. On munit l’ensemble E de la loi de composition interne ⊥ définie par :

(∀(x; y) ∈ E) (∀(a; b) ∈ E) ; (x; y) ⊥ (a; b) =
(
ax; bx+

y

a

)
et on considère l’application ϕ : (F ,×) −→ (E,⊥), M(x, y) 7−→ (x, y).
(a) Calculer (1; 1) ⊥ (2; 3) et (2; 3) ⊥ (1; 1).
(b) Montrer que ϕ est un isomorphisme.
(c) En déduire la structure de (E,⊥).

EXERCICE 15

MatricesM(x) deM3(R) · Isomorphisme depuis (R,+)

On rappelle que (M3(R),+,×) est un anneau unitaire non commutatif. On considère l’ensemble
:

E =

M(x) =

 1 0 0
x 1 0
x2 2x 1

 / x ∈ R

 .

(1) Montrer que E est une partie stable de (M3(R),×).

(2) (a) Montrer que l’application φ qui à tout nombre réel x associe la matrice M(x) est un
isomorphisme de (R,+) vers (E,×).

(b) En déduire que (E,×) est un groupe commutatif.
(c) Déterminer M−1(x), l’inverse de la matrice M(x) pour tout réel x.
(d) Résoudre dans l’ensemble E l’équation A5X = B, où A = M(2), B = M(12) et A5 =

A× · · · × A︸ ︷︷ ︸
5 fois

.

(3) Montrer que l’ensemble F =
{
M(ln(x)) / x ∈ R∗

+

}
est un sous-groupe de (E,×).
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EXERCICE 16

Loi ∗ sur C · Groupe (G, ∗) · Sous-groupeH

On munit l’ensemble C de la loi de composition interne définie par :(
∀(a, b, x, y) ∈ R4

)
; (a+ ib) ∗ (x+ iy) = ax+ i(ay + bx).

(1) (a) Montrer que ∗ est commutative et associative dans C.
(b) Montrer que ∗ admet dans C un élément neutre que l’on précisera.

(2) Déterminer l’ensemble G des éléments qui admettent un symétrique dans (C, ∗).

(3) Montrer que (G, ∗) est un groupe commutatif.

(4) On pose : H = {z = ex(1 + ix) / x ∈ R}.
• Montrer que H est un sous-groupe de (G, ∗).

EXERCICE 17

Loi ∗ sur R2 · Isomorphisme depuis (C,×)

On munit l’ensemble R2 de la loi de composition interne définie par :

(
∀(a, b, c, d) ∈ R4

)
; (a, b) ∗ (c, d) =

(
1

3
ad+

1

3
bc,

1

3
bd− 3

4
ac

)
.

Pour tout z = a+ ib ∈ C, on pose : f(z) = (2b, 3a).
(1) Montrer que f est un isomorphisme de (C,×) vers

(
R2, ∗

)
.

(2) En déduire la structure de
(
R2 − {(0, 0)}, ∗

)
(on précisera l’élément neutre et le symétrique de

tout (a, b) ∈ R2 − {(0, 0)}).

(3) Résoudre dans R2 l’équation (E) : (a, b) ∗ (a, b) ∗ (a, b) = (0, 3).

EXERCICE 18

Applications affines f(a,b)(z) = az + b · Sous-groupe distingué

On considère l’ensemble : E =
{
(a, b) ∈ C2 / |a| = 1

}
. Pour tout (a, b) ∈ E, on considère

l’application f(a,b) définie de C vers C par : (∀z ∈ C); f(a,b)(z) = az + b. On pose : G ={
f(a,b) / (a, b) ∈ E

}
et H =

{
f(1,b) / b ∈ C

}
.

(1) (a) Montrer que ◦ est une loi de composition interne dans G.
(b) Montrer que (G, ◦) est un groupe commutatif.

(2) (a) Montrer que H est un sous-groupe de (G, ◦).
(b) Montrer que pour tout f ∈ G et pour tout h ∈ H, on a : f−1 ◦ h ◦ f ∈ H, où f−1 désigne

le symétrique de f dans (G, ◦).
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EXERCICE 19

Loi x ∗ y = x+ y − 3xy et loi T · Sous-groupeH

Partie I

On considère l’ensemble I =

]
−∞;

1

3

[
. Pour tout (x, y) ∈ I2, on pose : x ∗ y = x+ y − 3xy.

(1) (a) Vérifier que :
(
∀(x, y) ∈ I2

)
; 1− 3(x ∗ y) = (1− 3x)(1− 3y).

(b) En déduire que ∗ est une loi de composition interne sur I.

(2) Démontrer que (I, ∗) est un groupe commutatif.

Partie II

On considère l’intervalle J = ]0;+∞[. Pour tout (x, y) ∈ J2, on pose : xT y =
ln((ex − 1) (ey − 1) + 1).

(1) Vérifier que T est une loi de composition interne sur J .

(2) Pour tout x ∈ I, on pose : f(x) = ln(2− 3x).
(a) Montrer que f est un isomorphisme de (I, ∗) vers (J, T ).
(b) En déduire la structure de (J, T ) en précisant son élément neutre et le symétrique de tout

x ∈ J .

(3) On pose : H = {ln(1 + 2n) / n ∈ Z}.
• Montrer que H est un sous-groupe de (J, T ).

EXERCICE 20

MatricesM(a, b) deM3(R) · Corps commutatif

On rappelle que (M3(R),+,×) est un anneau unitaire dont le zéro est la matrice nulle O et

dont l’unité est la matrice I =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

, et que (C,+,×) est un corps commutatif. On pose

A =

1 0 0
1 1 0
1 1 1

 et pour tout couple (a, b) de R2, M(a, b) =

a b −b
0 0 0
b −a a

. On considère

l’ensemble : E =
{
M(a, b) / (a, b) ∈ R2

}
.

(1) Montrer que E est un sous-groupe de (M3(R),+).

(2) On définit sur M3(R) la loi de composition interne T par :(
∀(a, b, c, d) ∈ R4

)
M(a, b)T M(c, d) = M(a, b)×A×M(c, d).

• Vérifier que E est une partie stable de (M3(R), T ).

(3) On considère l’application φ de C∗ vers E qui à tout nombre complexe non nul a + ib (où
(a, b) ∈ R2) fait correspondre la matrice M(a, b) de E.
(a) Vérifier que φ est un homomorphisme de (C∗,×) vers (E, T ) et que φ(C∗) = E∗, où

E∗ = E − {M(0, 0)}.
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(b) En déduire que (E∗, T ) est un groupe commutatif dont on déterminera l’élément neutre
J .

(4) (a) Montrer que la loi T est distributive par rapport à la loi + dans E.
(b) En déduire que (E,+, T ) est un corps commutatif.

IVANNEAUX

RAPPEL DE COURS

(A,+,×) est un anneau si (A,+) est un groupe commutatif, si × est associative et distributive par rapport
à +. L’anneau est unitaire s’il possède un élément neutre pour ×, et intègre s’il est commutatif, unitaire et
sans diviseur de zéro.

EXERCICE 21

Anneau (Z, ∗, T ) · Intégrité · Corps ?

On rappelle que (Z,+,×) est un anneau unitaire commutatif et intègre.
(1) On munit Z de la loi de composition interne ∗ définie par : ∀(x, y) ∈ Z2; x ∗ y = x+ y − 2.

(a) Montrer que la loi ∗ est commutative et associative.
(b) Montrer que (Z, ∗) admet un élément neutre à déterminer.
(c) Montrer que (Z, ∗) est un groupe commutatif.

(2) On munit Z de la loi de composition interne T définie par :
(
∀(x, y) ∈ Z2

)
; xT y = xy− 2x−

2y + 6. On considère l’application f de Z vers Z définie par : (∀x ∈ Z); f(x) = x+ 2.
(a) Montrer que f est un morphisme bijectif de (Z,×) vers (Z, T ).
(b) Montrer que : ∀(x, y, z) ∈ Z3; (x ∗ y)T z = (xT z) ∗ (y T z).

(3) En déduire de ce qui précède que (Z, ∗, T ) est un anneau commutatif et unitaire.

(4) (a) Montrer que : xT y = 2 si et seulement si x = 2 ou y = 2.
(b) En déduire que l’anneau (Z, ∗, T ) est intègre.
(c) (Z, ∗, T ) est-il un corps ? (Justifier la réponse.)

EXERCICE 22

Anneau {M(a, b) = ( a 3b
b a )} sur Z · Intégrité

On rappelle que (M2(R),+,×) est un anneau unitaire non commutatif d’unité I =(
1 0
0 1

)
et que (Z,+,×) est un anneau commutatif unitaire et intègre. Soit E =
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{
M(a, b) =

(
a 3b
b a

)
/ (a, b) ∈ Z2

}
.

(1) (a) Montrer que E est un sous-groupe de (M2(R),+).
(b) Vérifier que pour tous a, b, c et d de Z, on a : M(a, b)×M(c, d) = M(ac+ 3bd, ad+ bc).
(c) Montrer que (E,+,×) est un anneau commutatif et unitaire.

(2) Soit φ l’application définie de E vers Z par :
(
∀(a, b) ∈ Z2

)
; φ(M(a, b)) =

∣∣a2 − 3b2
∣∣.

• Montrer que φ est un homomorphisme de (E,×) vers (Z,×).

(3) Soit M(a, b) ∈ E.
(a) Montrer que M(a, b)×M(a,−b) =

(
a2 − 3b2

)
I.

(b) Montrer que si M(a, b) est inversible dans (E,×) alors φ(M(a, b)) = 1.
(c) On suppose que φ(M(a, b)) = 1. Montrer que M(a, b) est inversible dans (E,×) et préciser

son inverse.

(4) (a) Montrer que : ∀(a, b) ∈ Z2; φ(M(a, b)) = 0 ⇐⇒ a = b = 0.
(b) En déduire que l’anneau (E,+,×) est intègre.
(c) Est-ce que (E,+,×) est un corps ? Justifier votre réponse.

EXERCICE 23

Anneau
{
M(x, y) =

(
x ky
y x

)}
· Discussion selon k

Dans M2(R), on considère le sous-ensemble :

E =

{
M(x, y) =

(
x k y
y x

)
/ (x, y) ∈ R2

}
, où k ∈ R.

(1) Montrer que E est un sous-groupe de (M2(R),+).

(2) (a) Montrer que E est une partie stable dans (M2(R),×).
(b) Montrer que (E,+,×) est un anneau commutatif et unitaire.

(3) On suppose dans cette question que k ≥ 0.

(a) Calculer le produit : M
(√

k, 1
)
×M

(
−
√
k, 1
)

.

(b) L’anneau (E,+,×) est-il intègre ? Justifier la réponse.

(4) On suppose dans cette question que k < 0.
• Montrer que (E,+,×) est un corps commutatif.

(5) On prend k = −1 et on pose : J = M(0, 1).
• Montrer que la matrice J2023 est inversible dans E et donner son inverse.

EXERCICE 24

AnneauH = {( x x
0 0 )} sur Z · Éléments inversibles
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Dans M2(R) on considère le sous-ensemble :

H =

{
M(x) =

(
x x
0 0

)
/ x ∈ Z

}
.

(1) Montrer que (H,+) est un groupe commutatif.

(2) (a) Montrer que H est une partie stable de (M2(R),×).
(b) Montrer que (H,+,×) est un anneau unitaire en précisant l’élément neutre de (H,×).

(3) Montrer que l’anneau (H,+,×) est intègre.

(4) (a) Soit x ∈ Z. Montrer que la matrice M(x) est inversible dans (H,+,×) si et seulement si
x ∈ {−1; 1}.

(b) L’anneau (H,+,×) est-il un corps ? Justifier votre réponse.

EXERCICE 25

Anneau
{
M(a, b) =

(
a+b b
b a+b

)}
· Non intègre

On pose : I =

(
1 0
0 1

)
et J =

(
1 1
1 1

)
. On considère l’ensemble :

E =

{
M(a, b) =

(
a+ b b
b a+ b

)
/ (a, b) ∈ R2

}
.

(1) (a) Montrer que (E,+, ·) est un espace vectoriel réel.
(b) Montrer que B(I, J) est une base de (E,+, ·) puis en déduire dim(E).

(2) Vérifier que J2 = 2J , puis en déduire que pour tout (a, b, x, y) ∈ R4, on a : M(a, b)×M(x, y) =
M(ax, ay + bx+ 2by).

(3) Montrer que (E,+,×) est un anneau unitaire non intègre.

(4) Montrer que M(a, b) est inversible dans (E,+,×) si et seulement si a 6= 0 et a 6= −2b.

(5) On considère l’ensemble H =

{
A(x) = I +

3x − 1

2
J / x ∈ Z

}
.

(a) Montrer que H est une partie stable de (M2(R),×).
(b) Montrer que l’application f : x 7→ A(x) est un isomorphisme de (Z,+) vers (H,×), puis

en déduire que (H,×) est un groupe commutatif.

EXERCICE 26

Anneau V =
{
M(a;b) = ( a b

4b a )
}
· Inverse

On rappelle que (M2(R),+,×) est un anneau unitaire non commutatif et non intègre dont le
zéro est la matrice nulle 0 et dont l’unité est la matrice identique I2, et que (M2(R),+, ·) est

un espace vectoriel réel. On pose pour tous réels a et b : M(a;b) =

(
a b
4b a

)
, et soit V ={

M(a;b) / (a; b) ∈ R2
}

.
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(1) Montrer que V est un sous-espace vectoriel réel de l’espace vectoriel réel (M2(R),+, ·) et
déterminer une base de V .

(2) (a) Montrer que l’ensemble V est une partie stable de (M2(R),×).
(b) Montrer que (V,+,×) est un anneau commutatif unitaire.

(3) (a) Calculer M( 1
2
;−1

4 ) ×M( 1
2
; 1
4)

.

(b) L’anneau (V,+,×) est-il un corps ?

(4) Soit X une matrice de l’ensemble V telle que : X =

(
a b
4b a

)
avec (a; b) ∈ R2.

(a) Montrer que X2 − 2aX +
(
a2 − 4b2

)
I2 = 0.

(b) On suppose que a2 − 4b2 6= 0. Montrer que la matrice X admet un inverse dans V qu’on
déterminera.

VCORPS

RAPPEL DE COURS

(K,+,×) est un corps commutatif si c’est un anneau commutatif unitaire dont tout élément non nul est
inversible. La méthode standard consiste à construire un isomorphisme entre (K∗,×) et (C∗,×) ou (R∗,×).

EXERCICE 27

CorpsE =
{
M(a, b) =

(
a

√
3b

− b√
3

a

)}

On rappelle que (M2(R),+,×) est un anneau unitaire, que (M2(R),+, ·) est un espace vectoriel
réel et que (C,+,×) est un corps commutatif. On pose :

I =

(
1 0
0 1

)
, J =

(
0

√
3

− 1√
3

0

)
, E =

{
M(a, b) =

(
a

√
3 b

− 1√
3
b a

)
/ a, b ∈ R

}
.

(1) (a) Montrer que (E,+, ·) est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel réel (M2(R),+, ·).
(b) Montrer que la famille (I, J) est une base dans l’espace vectoriel (E,+, ·).

(2) On considère l’application f : C∗ −→ E∗, a+ ib 7−→ M(a; b), où E∗ = E \ {M(0, 0)}.
(a) Montrer que E est une partie stable de (M2(R),×).
(b) Montrer que f est un isomorphisme de (C∗,×) vers (E∗,×).

(3) Montrer que (E,+,×) est un corps commutatif.

(4) Résoudre dans E l’équation : J ×X3 = I (où X3 = X ×X ×X).
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EXERCICE 28

CorpsE =
{
M(a, b) =

(
a a−b
b a+b

)}
· LoiA ∗B = A×N ×B

On rappelle que (C,+,×) est un corps commutatif et que (M2(R),+,×) est un anneau unitaire

de zéro O et d’unité I. Pour tous a et b de R on pose : M(a, b) =

(
a a− b
b a+ b

)
et on considère

l’ensemble E =
{
M(a, b) / (a, b) ∈ R2

}
.

(1) Montrer que E est un sous-groupe du groupe (M2(R),+).

(2) Calculer J2 = J × J sachant que J =

(
1 1
0 1

)
, puis en déduire que E n’est pas stable dans

(M2(R),×).

(3) On définit sur M2(R) la loi de composition interne ∗ par : A∗B = A×N×B avec N =

(
1 −1
0 1

)
.

On considère l’application φ de C∗ vers M2(R) qui associe à chaque nombre complexe non nul
a+ ib la matrice M(a, b).
(a) Montrer que φ est un homomorphisme de (C∗,×) vers (M2(R), ∗).
(b) On pose E∗ = E − {O}. Montrer que φ(C∗) = E∗.
(c) Montrer que (E∗, ∗) est un groupe commutatif.

(4) Montrer que : ∀(A,B,C) ∈ E3; A ∗ (B + C) = A ∗B +A ∗ C.

(5) En déduire de ce qui précède que (E,+, ∗) est un corps commutatif.

EXERCICE 29

CorpsE =
{
M(x, y) =

(
x −2y
y
2

x

)}
· Loi ∗ non associative

Partie I

On munit l’ensemble R de la loi de composition interne ∗ définie par :
(
∀(x, y) ∈ R2

)
; x ∗ y =

x+ y − exy + 1.
(1) (a) Montrer que la loi ∗ est commutative dans R.

(b) Montrer que la loi ∗ admet un élément neutre qu’on déterminera.

(2) Sachant que l’équation (E) : 3 + x − e2x = 0 admet deux solutions distinctes a et b dans R,
montrer que la loi ∗ n’est pas associative.

Partie II

On rappelle que (M2(R),+,×) est un anneau non commutatif unitaire dont le zéro est la matrice
nulle 0 et dont l’unité est la matrice identique I, que (C∗,×) est un groupe commutatif et que
(M2(R),+, ·) est un espace vectoriel réel. Pour tout couple (x, y) ∈ R2, on pose : M(x, y) =(
x −2y
y
2 x

)
. On considère l’ensemble F =

{
M(x, y) / (x, y) ∈ R2

}
.

(1) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de l’espace (M2(R),+, ·).

(2) Montrer que F est une partie stable de (M2(R),×).
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(3) Soit φ l’application de C∗ vers F définie par :
(
∀(x, y) ∈ R2

)
; φ(x+ iy) = M(x, y).

(a) Montrer que φ est un homomorphisme de (C∗,×) vers (F,×).
(b) On pose F ∗ = F − {M(0, 0)}. Montrer que φ(C∗) = F ∗.
(c) En déduire que (F ∗,×) est un groupe commutatif.

(4) Montrer que (F,+,×) est un corps commutatif.

EXERCICE 30

CorpsE deM3(R) · Matrice sans symétrique

On rappelle que (M3(R),+,×) est un anneau unitaire d’unité I et que (C,+,×) est un

corps commutatif. Pour tout (x, y) de R2 on pose : M(x, y) =

x+ y 0 −2y
0 0 0
y 0 x− y

 et

E =
{
M(x, y) ; (x, y) ∈ R2

}
.

(1) Montrer que E est un sous-groupe du groupe (M3(R),+).

(2) Vérifier que :
(
∀(x, y) ∈ R2

) (
∀(x′, y′) ∈ R2

)
; M(x, y)×M(x′, y′) = M(xx′ − yy′, xy′ + yx′).

(3) On pose E∗ = E−{M(0, 0)} et on considère l’application φ : C∗ 7→ E qui au nombre complexe
z = x+ iy associe la matrice M(x, y) de E, avec (x, y) ∈ R2.
(a) Montrer que φ est un homomorphisme de (C∗,×) vers (E,×).
(b) En déduire que (E∗,×) est un groupe commutatif d’élément neutre M(1, 0).

(4) Montrer que (E,+,×) est un corps commutatif.

(5) On pose : A =

0 0 0
0 1 0
0 0 0

.

(a) Calculer A×M(x, y) pour M(x, y) ∈ E.
(b) En déduire qu’aucun élément de E n’admet de symétrique dans (M3(R),×).

EXERCICE 31

CorpsE =
{
M(x, y) =

(
x −2y
y x+2y

)}
· Base (I, J)

On rappelle que (C,+,×) est un corps commutatif, que (M2(R),+,×) est un anneau unitaire
de zéro la matrice nulle O et d’unité la matrice I, et que (M2(R),+, ·) est un espace vectoriel

réel. Pour tous (x, y) ∈ R2, on pose M(x, y) =

(
x −2y
y x+ 2y

)
, et on considère l’ensemble E ={

M(x, y) / (x, y) ∈ R2
}

.
(1) Montrer que E est un sous-groupe du groupe (M2(R),+).

(2) (a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel (M2(R),+, ·).
(b) On pose J = M(0, 1). Montrer que (I, J) est une base de l’espace vectoriel (E,+, ·).

(3) (a) Montrer que E est une partie stable de (M2(R),×).
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Polycopié VI Structures algébriques Partie V – Corps

(b) Montrer que (E,+,×) est un anneau commutatif.

(4) Soit φ l’application définie de C∗ vers M2(R) par :

(
∀(x, y) ∈ R2 − {(0, 0)}

)
; φ(x+ iy) = M(x+ y,−y) =

(
x+ y 2y
−y x− y

)
.

(a) Montrer que φ est un homomorphisme de (C∗,×) vers (M2(R),×).
(b) On pose E∗ = E − {O}. Montrer que φ(C∗) = E∗.
(c) En déduire que (E∗,×) est un groupe commutatif.

(5) Montrer que (E,+,×) est un corps commutatif.

EXERCICE 32

CorpsE = {M(x, y) = ( x y
0 x )} · Loi T modifiée

On rappelle que (M2(R),+,×) est un anneau unitaire de zéro la matrice nulle θ et d’unité la
matrice I, et que (M2(R),+, ·) est un espace vectoriel réel de dimension 4. Pour tout couple

(x, y) ∈ R2, on pose M(x, y) =

(
x y
0 x

)
. On considère l’ensemble E =

{
M(x, y) / (x, y) ∈ R2

}
.

(1) Montrer que E est un sous-groupe du groupe (M2(R),+).

(2) (a) Montrer que E est un sous-espace de l’espace vectoriel (M2(R),+, ·).
(b) Montrer que l’espace vectoriel réel (E,+, ·) est de dimension 2.

(3) (a) Montrer que E est une partie stable pour la loi ×.
(b) Montrer que (E,+,×) est un anneau commutatif.

(4) On définit dans M2(R) la loi de composition interne T par :

M(x, y)T M(x′, y′) = M(x, y)×M(x′, y′)−M(y, 0)×M(y′, 0).

Soit φ l’application de C∗ vers E définie par : φ(x+ iy) = M(x, y).
(a) Montrer que E est une partie stable pour la loi T .
(b) Montrer que φ est un homomorphisme de (C∗,×) vers (E, T ).
(c) On pose E∗ = E − {θ}. Montrer que (E∗, T ) est un groupe commutatif.

(5) (a) Montrer que la loi T est distributive par rapport à la loi + dans E.
(b) Montrer que (E,+, T ) est un corps commutatif.

EXERCICE 33

CorpsE deM3(R) · Sous-corpsG surQ

On rappelle que (M2(R),+,×) est un anneau non commutatif de zéro la matrice O et d’unité la

matrice J =

(
1 0
0 1

)
, et que (M2(R),+, ·) est un espace vectoriel réel. On considère l’ensemble
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E =

{
M(x, y) =

(
x+ y y
2y x− y

)
/ (x, y) ∈ R2

}
.

Partie I

(1) Montrer que E est un sous-groupe de (M2(R),+).

(2) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de (M2(R),+, ·).

(3) (a) Vérifier que : ∀(x, y, x′, y′) ∈ R4; M(x, y)×M(x′, y′) = M(xx′ + 3yy′, xy′ + yx′).
(b) En déduire que (E,+,×) est un anneau commutatif et unitaire.

(4) (a) Vérifier que : M
(√

3, 1
)
×M

(
−
√
3, 1
)
= O.

(b) En déduire que (E,+,×) n’est pas un corps.

Partie II

Soient F =
{
x+ y

√
3 / (x, y) ∈ Q2

}
et G =

{
M(x, y) / (x, y) ∈ Q2

}
.

(1) Montrer que : ∀(x, y) ∈ Q2; x+ y
√
3 = 0 si et seulement si x = 0 et y = 0.

(2) Montrer que F − {0} est un sous-groupe de (R∗,×).

(3) Soit φ l’application définie de F − {0} vers E par : ∀(x, y) ∈ Q2 − {(0, 0)}; φ
(
x+ y

√
3
)
=

M(x, y).
(a) Vérifier que φ(F − {0}) = G− {O}.
(b) Montrer que φ est un homomorphisme de (F − {0},×) vers (E,×).
(c) En déduire que (G− {O},×) est un groupe commutatif.

(4) Montrer que (G,+,×) est un corps commutatif.

VIESPACES VECTORIELS ET MATRICES

EXERCICE 34

Sous-espaceE deM2(R) · Discussion selon p2 − q

Soit (p, q) ∈ R2. On considère dans M2(R) le sous-ensemble :

E =

{
M(x, y) =

(
x y

−qy x+ 2py

)
/ (x, y) ∈ R2

}
.

(1) (a) Montrer que (E,+, ·) est un sous-espace vectoriel de (M2(R),+, ·).
(b) On considère les matrices I = M(1, 0) et J = M(0, 1). Montrer que la famille B(I, J) est

une base de (E,+, ·), puis en déduire dim(E).

(2) (a) Vérifier que J2 = −q I+2p J . Puis en déduire que E est une partie stable dans (M2(R),×).
(b) Montrer que (E,+,×) est un anneau commutatif et unitaire.

(3) On suppose que q = 0.
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• Montrer que la matrice J n’est pas inversible dans E.

(4) On suppose que q 6= 0.
(a) Montrer que J est inversible dans E et donner son inverse J−1.
(b) Sous quelle condition la famille B′ (J2, J−1

)
est-elle une base de (E,+, ·) ?

(5) (a) Montrer que si p2 − q ≥ 0, alors l’anneau (E,+,×) n’est pas intègre.
(b) Montrer que si p2 − q < 0, alors (E,+,×) est un corps commutatif.

EXERCICE 35

Sous-espaceE deM2(R) · SommeAn = I + J + · · ·+ Jn

On considère l’ensemble E =

{
M(a, b) =

(
a+ b 4b
−b a− b

)
/ (a, b) ∈ R2

}
.

(1) (a) Montrer que (E,+, ·) est un sous-espace vectoriel de (M2(R),+, ·).
(b) On pose I = M(1, 0) et J = M(0, 1). Montrer que la famille B(I, J) est une base de

l’espace vectoriel (E,+, ·).

(2) (a) Vérifier que J2 = −3I, puis en déduire que E est une partie stable dans (M2(R),×).
(b) Pour tout n ∈ N∗, on pose : An = I + J + J2 + · · ·+ Jn. Déterminer les coordonnées de

la matrice An dans la base B(I, J).

(3) (a) Montrer que la famille B′(1, i√3
)

est une base de l’espace vectoriel (C,+, ·).
(b) Montrer que l’application f : C → E, a + ib

√
3 7→ M(a, b) est un isomorphisme de

(C,×) vers (E,×), puis déduire la structure de (E∗,×) (on déterminera l’inverse de toute
matrice non nulle M(a, b)).

(4) Déduire la structure de (E,+,×) en justifiant votre réponse.

(5) On considère la matrice A =
1

2
(I + J).

• Déterminer toutes les valeurs de l’entier naturel n telles que : An = I.

EXERCICE 36

MatricesM(a, b) et cercle unité · Groupe (E,×)

Dans M2(R), on considère le sous-ensemble :

E =

{
M(a, b) =

(
a b
−b a

)
/ (a, b) ∈ R2 et a2 + b2 = 1

}
.

(1) (a) Vérifier que :
(
∀(a, b, x, y) ∈ R4

)
; M(a, b)×M(x, y) = M(ax− by, ay + bx).

(b) En déduire que E est une partie stable dans (M2(R),×).

(2) On pose : Γ = {z ∈ C / |z| = 1}. Montrer que Γ est un sous-groupe de (C∗,×).

(3) Pour tout a+ ib ∈ Γ, on pose : f(a+ ib) = M(a, b).
(a) Montrer que f est un isomorphisme de (Γ,×) vers (E,×).
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(b) En déduire la structure de (E,×) en précisant l’inverse de tout M(a, b) ∈ E.

(4) On pose : A = M

(
−1

2
,

√
3

2

)
. Déterminer l’inverse de la matrice A2024 dans E.

(5) On considère les matrices I = M(1, 0) et J = M(0, 1). Résoudre dans E l’équation : J ×X3 =
I.

EXERCICE 37

EspaceE =
{
M(a, b) =

( a+b b b
b a+b b
b b a+b

)}

On rappelle que (M3(R),+,×) est un anneau unitaire et que (M3(R),+, ·) est un espace vectoriel

réel. On pose : I =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 et J =

1 1 1
1 1 1
1 1 1

. On considère l’ensemble :

G =

{
A(x) = I + xJ / x ∈ R−

{
−1

3

}}
.

(1) (a) Vérifier que J2 = 3J .
(b) La matrice J admet-elle un inverse dans (M3(R),+,×) ? Justifier la réponse.

(2) (a) Montrer que G est une partie stable de (M3(R),×).
(b) Montrer que (G,×) est un groupe commutatif.

(3) On pose : E =

M(a; b) =

a+ b b b
b a+ b b
b b a+ b

 / (a; b) ∈ R2

.

(a) Montrer que (E,+, ·) est un espace vectoriel réel.
(b) Montrer que la famille B(I, J) est une base de (E,+, ·).

VIIEXERCICES DE SYNTHÈSE

EXERCICE 38

Espace des fonctions f(a,b)(x) = (ax+ b)e2x · Corps

Soit E l’ensemble des fonctions f(a,b) telles que :

(∀x ∈ R) f(a,b)(x) = (ax+ b)e2x.

(1) (a) Montrer que (E,+, ·) est un espace vectoriel.
(b) On pose B =

(
f(1,0), f(0,1)

)
avec f(1,0)(x) = x e2x et f(0,1)(x) = e2x. Montrer que B est une

base de l’espace vectoriel E.
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(2) On munit E de la loi de composition interne T définie pour tout f(a,b) et f(c,d) de E par
: f(a,b) T f(c,d) = f(ac−bd, bc+ad). On note E∗ = E \

{
f(0,0)

}
et on considère l’application

ϕ : C∗ → E∗ définie par : ∀(a, b) ∈ R2; ϕ(a+ ib) = f(a,b).
(a) Montrer que ϕ est un isomorphisme de (C∗,×) vers (E∗, T ).
(b) En déduire la structure de (E∗, T ).
(c) Montrer que (E,+, T ) est un corps.
(d) Résoudre dans E l’équation : f(a,b) T f(a,b) T . . . T f(a,b)︸ ︷︷ ︸

n fois

= f(1,2).

EXERCICE 39

Loi ∗ sur C · GroupeE · Isomorphisme vers des matrices

On rappelle que (C,+,×) est un corps commutatif et que (M2(R),+,×) est un anneau unitaire
de zéro la matrice nulle O et d’unité la matrice I. Soit ∗ la loi de composition interne définie sur
C par : (

∀(x, y) ∈ R2
) (

∀(a, b) ∈ R2
)
; (x+ yi) ∗ (a+ bi) = xa+

(
x2b+ a2y

)
i.

(1) (a) Montrer que la loi ∗ est commutative sur C.
(b) Montrer que la loi ∗ est associative sur C.
(c) Montrer que la loi ∗ admet un élément neutre e que l’on déterminera.
(d) Soit (x, y) ∈ R∗ × R. Montrer que le nombre complexe x+ yi admet le nombre complexe

1

x
− y

x4
i comme symétrique pour la loi ∗.

(2) On considère le sous-ensemble E de C défini par : E =
{
x+ yi / x ∈ R∗

+ ; y ∈ R
}

.
(a) Montrer que E est stable pour la loi ∗ dans C.
(b) Montrer que (E, ∗) est un groupe commutatif.

(3) On considère le sous-ensemble G de E défini par : G = {1 + yi / y ∈ R}. Montrer que G est
un sous-groupe de (E, ∗).

(4) On considère l’ensemble F =

{
M(x, y) =

(
x y
0 x

)
/ (x, y) ∈ R∗

+ × R
}

.

(a) Montrer que F est stable pour la loi × dans M2(R).
(b) On considère l’application φ : E −→ F, x + yi 7−→ M

(
x2, y

)
. Montrer que φ est un

isomorphisme de (E, ∗) vers (F,×).
(c) En déduire que (F,×) est un groupe commutatif.

EXERCICE 40

Loi ∗ sur Z+ iZ · Groupe non commutatif · Sous-groupe matriciel

On rappelle que (M3(R),+,×) est un anneau unitaire non commutatif de zéro la matrice O et
d’unité la matrice I. On munit l’ensemble E = {x+ yi / x ∈ Z et y ∈ Z} par la loi de composition
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interne ∗ définie par :

∀(x, y, x′, y′) ∈ Z4; (x+ yi) ∗ (x′ + y′i) =
(
x+ (−1)yx′

)
+ (y + y′)i.

Partie I

(1) (a) Vérifier que : (1− i) ∗ (3 + 2i) = −2 + i.
(b) Montrer que la loi ∗ n’est pas commutative dans E.

(2) Montrer que la loi ∗ est associative dans E.

(3) Montrer que 0 est l’élément neutre pour la loi ∗ dans E.

(4) (a) Vérifier que : ∀(x, y) ∈ Z2; (x+ yi) ∗
(
(−1)y+1x− yi

)
= 0.

(b) Montrer que (E, ∗) est un groupe non commutatif.

Partie II

Soient les deux ensembles F = {x+ 2yi / x ∈ Z et y ∈ Z} et

G =

M(x, y) =

1 x y
0 1 0
0 0 1

 / x ∈ Z et y ∈ Z

 .

(1) (a) Montrer que F est un sous-groupe de (E, ∗).
(b) Montrer que la loi ∗ est commutative dans F .

(2) Soit φ l’application définie de F vers M3(R) par : ∀(x, y) ∈ Z2; φ(x+ 2yi) = M(x, y).
(a) Montrer que φ est un homomorphisme de (F, ∗) vers (M3(R),×).
(b) Montrer que φ(F ) = G.
(c) En déduire que (G,×) est un groupe commutatif.

FIN DU POLYCOPIÉ VI
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