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1 ا௱௯௫ިر
التحليل

Analyse • Analysis

ولوغاريتمية تكاملية دالة 01 مسألة
١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

الأول الجزء

.(∀x ∈ ]0, 1[∪ ]1,+∞[) ,
x2 − x

2 ln(x) ≤
∫ x2

x

dt

ln(t) ≤ x2 − x

ln(x) أن: ඔّ൹ً (1)
φ(0) = 0 و ،]0, 1[∪ ]1,+∞[ ݆݁ x ႟ၽܳ φ(x) = x− 1

ln(x) :ঌॻل პაႰ [0,+∞[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ φ ᄭᄟاᄴᄟا ଫଊَأٺ (2)
.φ(1) = 1 و

.[0,+∞[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ φ ᄭᄟاᄴᄟا رّ؇۰ً اݿྥٷٺھ ቕ቉ ،(∀x ∈ ]0, 1[∪ ]1,+∞[) , x ln(x)− x+ 1 > 0 أن ඔّ൹ً (a)
.(∀x ∈ ]0, 1[∪ ]1,+∞[) , x− 1 ≤

∫ x2

x

φ(t)

ln(t) dt ≤
x2 − 1

2
أن: ඔّ൹ً ،φ ᄭᄟاᄴᄟا رّ؇۰ً ً؇ݿٺأ݄؇ل (b)

الثاني الجزء

،]0, 1[∪ ]1,+∞[ ݆݁ x ႟ၽܳ f(x) = − ln(x+1)+

∫ x2

x

dt

ln(t) :ঌॻل პაႰ [0,+∞[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ f ᄭᄟاᄴᄟا ଫଊَأٺ •
.f(0) = f(1) = 0 و

اܳݱڰݠ. ሒᇭ ඔ൹اࡺࢋࢦ আॻ༟ ఈዳዧނٺگ؇ق ᄭᄥً؇ڢ و ᄭᄥ݁ٺݱ f ᄭᄟاᄴᄟا أن ඔّ൹ً (1)
.f ᄭᄟاᄴᄟا ปฃۜٷৎ৊ ۰ਃಮ؇ዛኡఈዳዧا اܳڰݠوع ادرس (2)

ᄭᄥ݁ٺݱ f ᄭᄟاᄴᄟا أن اݿྥٷٺھ ቕ቉ ،(∀x ∈ ]0, 1[∪ ]1,+∞[) ,

∫ x2

x

φ(t)

ln(t) dt = f(x)+ ln
(
x+ 1

2

)
أن: ݆݁ ොູگݑ (3)

.x0 = 1 ا৙৑ڣݱިل ذات اܳٷگޚ۰ ሒᇭ ఈዳዧނٺگ؇ق ᄭᄥً؇ڢ و
رول) ۱ଫଊ݁ٷ۰ اݿٺأ݄؇ل (ஓ୷ܝٷ۹ .f ′(α) = 0 ොຳ٭ت ]0, 1[ ا௯௫௵؇ل ݆݁ α ل༥ިڎ أَ۬ ඔّ൹ً (4)

.[0,+∞[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ f ᄭᄟاᄴᄟا رّ؇۰ً اݿྥٷٺھ (5)
1



2 اܳٺ༲ܹ٭ܭ — Analyse

ψ(0) = ψ(1) = و ،ψ(x) = (x+1) exp
(
−
∫ x2

x

dt

ln(t)

)
:ঌॻل პაႰ [0,+∞[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ ψ ᄭᄟاᄴᄟا ଫଊَأٺ (6)

.1
.(∀x ∈ [0,+∞[) , ψ(x) = exp (−f(x)) أن ݆݁ ොູگݑ (a)

.[0,+∞[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ψ ᄭᄟاᄴᄟا ّ؞ଫଃات ༥ڎول ݪؕ (b)
أن َگٴܭ .(ψ(α) ≃ 1,2 و α ≃ 0,3 (َ؊༠ڍ .(O, i⃗, j⃗) ᆙᆘٷޙܾ ݁ٺأ؇݁ڎ ݁أ޺޾ ሒᇭ ψ ᄭᄟاᄴፁዧ اৎ৊݄ټܭ ปฃۜٷৎ৊ا ๲๑ฺأ (c)

.β ∈
]
3
2 , 2
[ ොຳ٭ت β ؇ୖ୒ިأڣݱ اَأޚ؇ف َگޚ۰ لگٴܭ ψ ᄭᄟاᄴፁዧ اৎ৊݄ټܭ ปฃۜٷৎ৊ا

.؇ዛውᚬ؇ዛኡ ො੼ڎدا ݁ٺگ؇ر۰ً (γn)n≥1 اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن ඔّ൹ً ቕ቉ ،(∀n ∈ N∗) (∃! γn > 0) ,
ψ(γn)

γn
=

n

n+ 1
· ψ(α)
α

أن ඔّ൹ً (7)
Traduction française

Première partie

(1) Montrer que : (∀x ∈ ]0, 1[∪ ]1,+∞[) ,
x2 − x

2 ln(x) ≤
∫ x2

x

dt

ln(t) ≤ x2 − x

ln(x) .

(2) On considère la fonction φ définie sur [0,+∞[ par φ(x) =
x− 1

ln(x) pour x ∈ ]0, 1[∪ ]1,+∞[,

φ(0) = 0 et φ(1) = 1.
(a) Montrer que (∀x ∈ ]0, 1[∪ ]1,+∞[) , x ln(x)−x+1 > 0, puis en déduire la monotonie de φ

sur [0,+∞[.

(b) En utilisant la monotonie de φ, montrer que : (∀x ∈ ]0, 1[∪ ]1,+∞[) , x−1 ≤
∫ x2

x

φ(t)

ln(t) dt ≤

x2 − 1

2
.

Deuxième partie

• On considère la fonction f définie sur [0,+∞[ par f(x) = − ln(x + 1) +

∫ x2

x

dt

ln(t) pour x ∈

]0, 1[∪ ]1,+∞[, et f(0) = f(1) = 0.

(1) Montrer que f est continue et dérivable à droite en 0.
(2) Étudier les branches infinies de la courbe de f .

(3) Vérifier que (∀x ∈ ]0, 1[∪ ]1,+∞[) ,

∫ x2

x

φ(t)

ln(t) dt = f(x) + ln
(
x+ 1

2

)
, puis en déduire que f

est continue et dérivable au point d’abscisse x0 = 1.
(4) Montrer qu’il existe α ∈ ]0, 1[ tel que f ′(α) = 0. (On pourra utiliser le théorème de Rolle.)
(5) En déduire la monotonie de f sur [0,+∞[.

(6) On considère la fonction ψ définie sur [0,+∞[ par ψ(x) = (x + 1) exp
(
−
∫ x2

x

dt

ln(t)

)
, et

ψ(0) = ψ(1) = 1.
(a) Vérifier que (∀x ∈ [0,+∞[) , ψ(x) = exp (−f(x)).
(b) Dresser le tableau de variations de ψ sur [0,+∞[.
(c) Construire la courbe représentative de ψ dans un repère orthonormé (O, i⃗, j⃗) (on prendra

© Saad Choukri



اܳٺ༲ܹ٭ܭ — Analyse 3

α ≃ 0,3 et ψ(α) ≃ 1,2). On admet que cette courbe admet un point d’inflexion d’abscisse
β avec β ∈

]
3
2 , 2
[
.

(7) Montrer que (∀n ∈ N∗) (∃! γn > 0) ,
ψ(γn)

γn
=

n

n+ 1
· ψ(α)
α

, puis montrer que la suite (γn)n≥1

converge et déterminer sa limite.

English translation

Part One

(1) Show that (∀x ∈ ]0, 1[∪ ]1,+∞[) ,
x2 − x

2 ln(x) ≤
∫ x2

x

dt

ln(t) ≤ x2 − x

ln(x) .

(2) Let φ be the function defined on [0,+∞[ by φ(x) =
x− 1

ln(x) for x ∈ ]0, 1[∪ ]1,+∞[, φ(0) = 0

and φ(1) = 1.
(a) Show that (∀x ∈ ]0, 1[∪ ]1,+∞[) , x ln(x) − x + 1 > 0, and deduce the monotonicity of φ

on [0,+∞[.

(b) Using this monotonicity, show that (∀x ∈ ]0, 1[∪ ]1,+∞[) , x− 1 ≤
∫ x2

x

φ(t)

ln(t) dt ≤
x2 − 1

2
.

Part Two

• Let f be the function defined on [0,+∞[ by f(x) = − ln(x+1)+

∫ x2

x

dt

ln(t) for x ∈ ]0, 1[∪ ]1,+∞[,

and f(0) = f(1) = 0.

(1) Show that f is continuous and right-differentiable at 0.
(2) Study the infinite branches of the curve of f .

(3) Check that (∀x ∈ ]0, 1[∪ ]1,+∞[) ,

∫ x2

x

φ(t)

ln(t) dt = f(x) + ln
(
x+ 1

2

)
, and deduce that f is

continuous and differentiable at the point of abscissa x0 = 1.
(4) Show that there exists α ∈ ]0, 1[ such that f ′(α) = 0. (Rolle’s theorem may be used.)
(5) Deduce the monotonicity of f on [0,+∞[.

(6) Let ψ be defined on [0,+∞[ by ψ(x) = (x+ 1) exp
(
−
∫ x2

x

dt

ln(t)

)
, with ψ(0) = ψ(1) = 1.

(a) Check that (∀x ∈ [0,+∞[) , ψ(x) = exp (−f(x)).
(b) Draw up the table of variations of ψ on [0,+∞[.
(c) Sketch the curve of ψ in an orthonormal frame (O, i⃗, j⃗) (take α ≃ 0.3 and ψ(α) ≃ 1.2). It

is admitted that this curve has an inflection point of abscissa β with β ∈
]
3
2 , 2
[
.

(7) Show that (∀n ∈ N∗) (∃! γn > 0) ,
ψ(γn)

γn
=

n

n+ 1
·ψ(α)
α

, then show that the sequence (γn)n≥1

converges and determine its limit.

© Saad Choukri



4 اܳٺ༲ܹ٭ܭ — Analyse

الثالثة الدرجة من بمعادلة معرفة ضمنية دالة 02 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ
.(Fx) : t3 + xt+ 1 = 0 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ ،[0,+∞[ ا௯௫௵؇ل ݆݁ ؜ٷ๤ཡا x ܳ٭ܝ݆ •

.f(x) ًـ ᄩᄟ ਲ਼ਦߖߵ اᄳᄟي و ،R ሒᇭ وۋ٭ڎا ఈః༡ ّگٴܭ (Fx) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا أن ඔّ൹ً (1)
.[0,+∞[ আॻ༟ ො੼ڎودة و ڢޚأ؇ ݿ؇ܳٴ۰ f ᄭᄟاᄴᄟا أن ඔّ൹ً (2)

.]0,+∞[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ᄭᄥ݁ٺݱ f ᄭᄟاᄴᄟا أن اݿྥٷٺھ (3)
.(∀x > 0) , f ′(x) +

f(x)

x+ 3f2(x)
= 0 أَ۬: ඔّ൹ً ቕ቉ ،]0,+∞[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ఈዳዧނٺگ؇ق ᄭᄥً؇ڢ f ᄭᄟاᄴᄟا أن ඔّ൹ً (4)

. lim
x→+∞

f(x) اۋފص ቕ቉ ،f ᄭᄟاᄴᄟا ّ؞ଫଃات ݁ٷۜް اݿྥٷٺھ (5)
اܳݱڰݠ؟ ሒᇭ ඔ൹اࡺࢋࢦ আॻ༟ ᄭᄥ݁ٺݱ f ᄭᄟاᄴᄟا ۱ܭ (6)

Traduction française

• Soit x un élément de [0,+∞[. On considère l’équation (Fx) : t3 + xt+ 1 = 0.

(1) Montrer que (Fx) admet une unique solution dans R, que l’on note f(x).
(2) Montrer que f est strictement négative et bornée sur [0,+∞[.
(3) En déduire que f est continue sur ]0,+∞[.

(4) Montrer que f est dérivable sur ]0,+∞[, puis que (∀x > 0) , f ′(x) +
f(x)

x+ 3f2(x)
= 0.

(5) En déduire le sens de variation de f , puis calculer lim
x→+∞

f(x).

(6) La fonction f est-elle continue à droite en 0 ?

English translation

• Let x belong to [0,+∞[. Consider the equation (Fx) : t3 + xt+ 1 = 0.

(1) Show that (Fx) has a unique solution in R, denoted by f(x).
(2) Show that f is strictly negative and bounded on [0,+∞[.
(3) Deduce that f is continuous on ]0,+∞[.

(4) Show that f is differentiable on ]0,+∞[, and that (∀x > 0) , f ′(x) +
f(x)

x+ 3f2(x)
= 0.

(5) Deduce the variations of f , then compute lim
x→+∞

f(x).

(6) Is f right-continuous at 0?

المنتهية التزايدات ومبرهنة تكاملية دالة 03 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ
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اܳٺ༲ܹ٭ܭ — Analyse 5

x > 1 ႟ၽܳ F (x) =
∫ x

x2

f(t)

ln(t) dt و ،f(1) = 1 و t > 1 ႟ၽܳ f(t) = t− 1

ln(t) :ඔ൹اܳٺᄴᄟا َأݠف [1,+∞[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ •
.F (1) = − ln(2) و

.[1,+∞[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ᄭᄥ݁ٺݱ f ᄭᄟاᄴᄟا أن ඔّ൹ً (1)
(∀x ∈ ]1,+∞[) , F (x) − F (1) =

x(x− 1)(x+ 2)

2
· f(x) + أَ۬: ߓߵ۱݆ ً؇ඹජ৙৑اء، ᄭᄥ݁Ⴄၽ݁ ً؇ݿٺأ݄؇ل (a)(2)

.
∫ x

x2

(
2 +

1

t

)
f(t) dt

.1 ሒᇭ ඔ൹اࡺࢋࢦ আॻ༟ ᄭᄥ݁ٺݱ F ᄭᄟاᄴᄟا أن اݿྥٷٺھ (b)
أَ۬: اݿྥٷٺھ ቕ቉ ،(∀x ∈ ]1,+∞[)

(
∃cx ∈

[
x, x2

])
, F (x) =

(
x− x2

)
· cx − 1

ln2(cx)
أَ۬: أཿྟب (a)(3)

.(∀x ∈
[√

2,+∞
[)
,
F (x)

x
+

(
f(x)

2

)2

≤ 0

۱ٷڎݿ٭؇. ؇ዛዀܹ༟ ا௱௯௫ݱܭ ۰༶اܳٷྥ٭ أوّل ቕ቉ ، lim
x→+∞

F (x)

x
و lim

x→+∞
F (x) ඔ൹ਐಱ؇ዛዊܳا ۋފ؇ب اݿྥٷٺھ (b)

.F ᄭᄟاᄴᄟا ّ؞ଫଃات ݁ٷۜް ༡ڎد ቕ቉ ،]1,+∞[ ا௯௫௵؇ل ݆݁ x ႟ၽܳ F ′(x) اۋފص (4)
(∀x ∈ ]1,+∞[)

(
∃(c, d) ∈ ]1, x[2

)
(c > أَ۬: ඔّ൹ً ،ඔ൹ّਵਦ اৎ৊ٷዛው٭۰ ا଩ଐܳاࢴࣖات ۱ଫଊ݁ٷ۰ ً؇ݿٺأ݄؇ل (a)(5)

.d), F (x) + ln(2)
x− 1

= −
(
c+ 2

2

)
· d2

۱ٷڎݿ٭؇. ۰༶اܳٷྥ٭ أوّل ቕ቉ ،x0 = 1 ا৙৑ڣݱިل ذات اܳٷگޚ۰ ሒᇭ F ᄭᄟاᄴᄟا اނٺگ؇ق ڢ؇ًܹ٭۰ ادرس (b)
.(O, i⃗, j⃗) ᆙᆘٷޙܾ ݁ٺأ؇݁ڎ ݁أ޺޾ ሒᇭ F ᄭᄟاᄴፁዧ اৎ৊݄ټܭ ปฃۜٷৎ৊ا ًأٷ؇ل۰ ๲๑ฺأ (6)

Traduction française

• Sur [1,+∞[ on définit f(t) = t− 1

ln(t) pour t > 1, f(1) = 1, et F (x) =
∫ x

x2

f(t)

ln(t) dt pour x > 1,

F (1) = − ln(2).

(1) Montrer que f est continue sur [1,+∞[.
(2)(a) À l’aide d’une intégration par parties, démontrer que (∀x ∈ ]1,+∞[) , F (x) − F (1) =

x(x− 1)(x+ 2)

2
· f(x) +

∫ x

x2

(
2 +

1

t

)
f(t) dt.

(b) En déduire que F est continue à droite en 1.

(3)(a) Établir que (∀x ∈ ]1,+∞[)
(
∃cx ∈

[
x, x2

])
, F (x) =

(
x− x2

)
· cx − 1

ln2(cx)
, puis en déduire que(

∀x ∈
[√

2,+∞
[)
,
F (x)

x
+

(
f(x)

2

)2

≤ 0.

(b) En déduire lim
x→+∞

F (x) et lim
x→+∞

F (x)

x
, puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.

(4) Calculer F ′(x) pour x ∈ ]1,+∞[, puis déterminer le sens de variation de F .
(5)(a) En appliquant deux fois le théorème des accroissements finis, montrer que

(∀x ∈ ]1,+∞[)
(
∃(c, d) ∈ ]1, x[2

)
(c > d),

F (x) + ln(2)
x− 1

= −
(
c+ 2

2

)
· d2.

(b) Étudier la dérivabilité de F au point d’abscisse x0 = 1, puis interpréter géométriquement.
(6) Construire soigneusement la courbe de F dans un repère orthonormé (O, i⃗, j⃗).

English translation
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6 اܳٺ༲ܹ٭ܭ — Analyse

• On [1,+∞[ define f(t) =
t− 1

ln(t) for t > 1, f(1) = 1, and F (x) =

∫ x

x2

f(t)

ln(t) dt for x > 1,

F (1) = − ln(2).

(1) Show that f is continuous on [1,+∞[.

(2)(a) Using integration by parts, prove that (∀x ∈ ]1,+∞[) , F (x) − F (1) =
x(x− 1)(x+ 2)

2
·

f(x) +

∫ x

x2

(
2 +

1

t

)
f(t) dt.

(b) Deduce that F is right-continuous at 1.

(3)(a) Prove that (∀x ∈ ]1,+∞[)
(
∃cx ∈

[
x, x2

])
, F (x) =

(
x− x2

)
· cx − 1

ln2(cx)
, and deduce that(

∀x ∈
[√

2,+∞
[)
,
F (x)

x
+

(
f(x)

2

)2

≤ 0.

(b) Deduce lim
x→+∞

F (x) and lim
x→+∞

F (x)

x
, then interpret the result geometrically.

(4) Compute F ′(x) for x ∈ ]1,+∞[, then determine the variations of F .
(5)(a) Applying the mean value theorem twice, show that (∀x ∈ ]1,+∞[)

(
∃(c, d) ∈ ]1, x[2

)
(c >

d),
F (x) + ln(2)

x− 1
= −

(
c+ 2

2

)
· d2.

(b) Study the differentiability of F at the point of abscissa x0 = 1, then interpret geometrically.
(6) Carefully sketch the curve of F in an orthonormal frame (O, i⃗, j⃗).

واليس وتكاملات بمعادلة، معرفتان متتاليتان 04 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

الأول الجزء

.ψn(x) = −n(x− 2) + ln(x) :ঌॻل ؇ஓ୾ R∗
+ আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ ψn ᄭᄟاᄴᄟا و N∗ ݆݁ n ܳ٭ܝ݆ •

. lim
x→+∞

ψn(x) و lim
x→0+

ψn(x) ༡ڎد (a)(1)
.R∗

+ আॻ༟ ψn ᄭᄟاᄴᄟا ّ؞ଫଃات ༥ڎول ݪؕ ቕ቉ ،ψ′
n(x) =

−nx+ 1

x
؇਍ಱᄴᄟ x ∈ R∗

+ ႟ၽܳ أَ۬ ඔّ൹ً (b)
.(∀x ∈ R∗

+

)
, 2x− 1 > ln(x) أن ඔّ൹ً (c)

و 0 < αn <
1

n
ොຳ٭ت βn و αn ؇ᆇᆅ ඔ൹਍ುا ඔ൹ܹ༡ ً؇ܳݯٴޔ ّگٴܭ ψn(x) = 0 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ،n ∈ N∗ ႟ၽܳ أَ۬ ඔّ൹ً (2)

.βn > 2

. lim
n→+∞

n
√
αn =

1

e2
أَ۬ ඔّ൹ً ቕ቉ ، lim

n→+∞
αn اۋފص (3)

. lim
n→+∞

n(βn − 2) و lim
n→+∞

βn ඔ൹ਐಱ؇ዛዊܳا اۋފص ቕ቉ ݁ٺگ؇ر۰ً، (βn)n∈N∗ اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن ඔّ൹ً (4)
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اܳٺ༲ܹ٭ܭ — Analyse 7

الثاني الجزء

.(∀n ∈ N) , In =

∫ π
2

0
sinn(θ) dθ :ঌॻل ؇ஓ୾ اৎ৊أݠڣ۰ (In)n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ܳٺܝ݆ •

.I2 و I1 ݆݁ ఈ႙၍ اۋފص (1)
݁ٺگ؇ر۰ً. (In)n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن ඔّ൹ً (2)

.(∀n ∈ N∗) , In =

∫ π
2
− 1

3√n

0
sinn(θ) dθ +

∫ π
2

π
2
− 1

3√n

sinn(θ) dθ أن ݆݁ ොູگݑ (a)(3)
.(∀n ∈ N∗) , In ≤ 1

3
√
n
+
π

2
·
[
cos
(

1
3
√
n

)]n أن اݿྥٷٺھ (b)
.(In)n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ዛኡ؇ل۰ ༡ڎد ቕ቉ ، lim

x→0+

ln (cos(x))
x3

= −∞ أن أཿྟب (c)
:؇਍ಱᄴᄟ N∗ ݆݁ n ႟ၽܳ أَ۬ ඔّ൹ً (a)(4)

In+2؛ =
n+ 1

n+ 2
· In •

+n)؛ 1)In+1In =
π

2
•

.1 ≤ In
In+1

≤ n+ 2

n+ 1
•

. lim
n→+∞

√
n In =

√
π

2
أن اݿྥٷٺھ (b)

Traduction française

Première partie

• Soit n ∈ N∗ et ψn la fonction définie sur R∗
+ par ψn(x) = −n(x− 2) + ln(x).

(1)(a) Déterminer lim
x→0+

ψn(x) et lim
x→+∞

ψn(x).

(b) Montrer que pour tout x ∈ R∗
+, ψ′

n(x) =
−nx+ 1

x
, puis dresser le tableau de variations de

ψn sur R∗
+.

(c) Montrer que
(
∀x ∈ R∗

+

)
, 2x− 1 > ln(x).

(2) Montrer que pour tout n ∈ N∗, l’équation ψn(x) = 0 admet exactement deux solutions αn et
βn telles que 0 < αn <

1

n
et βn > 2.

(3) Calculer lim
n→+∞

αn, puis montrer que lim
n→+∞

n
√
αn =

1

e2
.

(4) Montrer que (βn)n∈N∗ converge, puis calculer lim
n→+∞

βn et lim
n→+∞

n(βn − 2).

Deuxième partie

• Soit (In)n∈N définie par In =

∫ π
2

0
sinn(θ) dθ.

(1) Calculer I1 et I2.
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8 اܳٺ༲ܹ٭ܭ — Analyse

(2) Montrer que la suite (In)n∈N converge.

(3)(a) Vérifier que (∀n ∈ N∗) , In =

∫ π
2
− 1

3√n

0
sinn(θ) dθ +

∫ π
2

π
2
− 1

3√n

sinn(θ) dθ.

(b) En déduire que In ≤ 1
3
√
n
+
π

2
·
[
cos
(

1
3
√
n

)]n
.

(c) Établir que lim
x→0+

ln (cos(x))
x3

= −∞, puis déterminer la limite de (In)n∈N.

(4)(a) Montrer que pour tout n ∈ N∗ :

• In+2 =
n+ 1

n+ 2
· In ;

• (n+ 1)In+1In =
π

2
;

• 1 ≤ In
In+1

≤ n+ 2

n+ 1
.

(b) En déduire que lim
n→+∞

√
n In =

√
π

2
.

English translation

Part One

• Let n ∈ N∗ and ψn be defined on R∗
+ by ψn(x) = −n(x− 2) + ln(x).

(1)(a) Determine lim
x→0+

ψn(x) and lim
x→+∞

ψn(x).

(b) Show that for every x ∈ R∗
+, ψ′

n(x) =
−nx+ 1

x
, then draw up the table of variations of ψn

on R∗
+.

(c) Show that
(
∀x ∈ R∗

+

)
, 2x− 1 > ln(x).

(2) Show that for every n ∈ N∗ the equation ψn(x) = 0 has exactly two solutions αn and βn with
0 < αn <

1

n
and βn > 2.

(3) Compute lim
n→+∞

αn, then show that lim
n→+∞

n
√
αn =

1

e2
.

(4) Show that (βn)n∈N∗ converges, then compute lim
n→+∞

βn and lim
n→+∞

n(βn − 2).

Part Two

• Let (In)n∈N be defined by In =

∫ π
2

0
sinn(θ) dθ.

(1) Compute I1 and I2.
(2) Show that (In)n∈N converges.

(3)(a) Check that In =

∫ π
2
− 1

3√n

0
sinn(θ) dθ +

∫ π
2

π
2
− 1

3√n

sinn(θ) dθ for every n ∈ N∗.

(b) Deduce that In ≤ 1
3
√
n
+
π

2
·
[
cos
(

1
3
√
n

)]n
.

(c) Prove that lim
x→0+

ln (cos(x))
x3

= −∞, then determine the limit of (In)n∈N.

(4)(a) Show that for every n ∈ N∗:
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• In+2 =
n+ 1

n+ 2
· In;

• (n+ 1)In+1In =
π

2
;

• 1 ≤ In
In+1

≤ n+ 2

n+ 1
.

(b) Deduce that lim
n→+∞

√
n In =

√
π

2
.

تكاملات ومتتالية الزائدية الظلية الدالة 05 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

الأول الجزء

.f(x) = ex − e−x

ex + e−x
:ঌॻل ؇ஓ୾ R আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ ᄭᄟاᄴᄟا f ܳٺܝ݆ •

.f−1 ๴ཏاܳأܝ ّگ؇۳ًܹ؇ ො੼ڎدا ،]− 1, 1[ ިොຶ R ݆݁ ّگ؇ًܭ f أن ඔّ൹ً (1)
.∥⃗i∥ = ∥⃗j∥ = 1 cm ۋ٭ت ،(O, i⃗, j⃗) ᆙᆘٷޙܾ ݁ٺأ؇݁ڎ ݁أ޺޾ ሒᇭ (Cf−1

) و (Cf ) ๲๑ฺأ (2)
.x = λ و x = 0 ඔ൹݄ފٺگ٭ৎ৊ا و (Cf−1

) و (Cf ) ඔ൹ً ا௱௯௫ݱިر (∆λ) ଩ّଃ᛻੆اࠍ ۰༡؇݁ފ σλ ܳٺܝ݆ و λ ∈ ]0, 1[ ܳ٭ܝ݆ (3)
.λ2 − 2 ln

(
eλ + e−λ

2

) (
cm2

) :ሒᇿ؇اܳٺ ႟ၽاܳލ আॻ༟ لܝٺص σλ ଫଃّأٴ أن ඔّ൹ً

الثاني الجزء

.Fn(x) =

∫ x

0
(f(u))n du و F0(x) = x َݯؕ: (n, x) ∈ N∗ × R+ ႟ၽܳ •

.x ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ F1(x) اۋފص (1)
. lim
n→+∞

Fn(x) اዛዊܳ؇ل۰ ڢ٭۰݄ اݿྥٷٺھ ቕ቉ ،0 ≤ Fn(x) ≤ x (f(x))n أن ඔّ൹ً (2)
.(∀x ∈ R) , f ′(x) = 1− (f(x))2 أن ݆݁ ොູگݑ (a)(3)

(∀n ∈ N∗) , F2n(x) = x − أن و ،(∀k ∈ N) , Fk+2(x) = Fk(x) −
1

k + 1
(f(x))k+1 أن اݿྥٷٺھ (b)

. n∑
k=1

1

2k − 1
(f(x))2k−1

. lim
n→+∞

n∑
k=1

1

(2k − 1)× 32k−1
اܳٺ؇ܳ٭۰: اዛዊܳ؇ل۰ اۋފص ݿٴݑ، ؇݁ ً؇ݿٺأ݄؇ل (4)

Traduction française
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Première partie

• Soit f définie sur R par f(x) = ex − e−x

ex + e−x
.

(1) Montrer que f est une bijection de R vers ]− 1, 1[, en précisant f−1.
(2) Construire (Cf ) et

(
Cf−1

)
dans un repère orthonormé (O, i⃗, j⃗) avec ∥⃗i∥ = ∥⃗j∥ = 1 cm.

(3) Soit λ ∈ ]0, 1[ et σλ l’aire du domaine (∆λ) compris entre (Cf ),
(
Cf−1

)
et les droites x = 0 et

x = λ. Montrer que σλ = λ2 − 2 ln
(
eλ + e−λ

2

) (
cm2

)
.

Deuxième partie

• Pour tout (n, x) ∈ N∗ × R+ on pose F0(x) = x et Fn(x) =

∫ x

0
(f(u))n du.

(1) Calculer F1(x) en fonction de x.
(2) Montrer que 0 ≤ Fn(x) ≤ x (f(x))n, puis en déduire lim

n→+∞
Fn(x).

(3)(a) Vérifier que (∀x ∈ R) , f ′(x) = 1− (f(x))2.

(b) En déduire que (∀k ∈ N) , Fk+2(x) = Fk(x) −
1

k + 1
(f(x))k+1, et que F2n(x) = x −

n∑
k=1

1

2k − 1
(f(x))2k−1 pour tout n ∈ N∗.

(4) En utilisant ce qui précède, calculer lim
n→+∞

n∑
k=1

1

(2k − 1)× 32k−1
.

English translation

Part One

• Let f be defined on R by f(x) = ex − e−x

ex + e−x
.

(1) Show that f is a bijection from R onto ]− 1, 1[, determining f−1.
(2) Draw (Cf ) and

(
Cf−1

)
in an orthonormal frame (O, i⃗, j⃗) with ∥⃗i∥ = ∥⃗j∥ = 1 cm.

(3) Let λ ∈ ]0, 1[ and let σλ be the area of the region (∆λ) bounded by (Cf ),
(
Cf−1

)
and the lines

x = 0 and x = λ. Show that σλ = λ2 − 2 ln
(
eλ + e−λ

2

) (
cm2

)
.

Part Two

• For every (n, x) ∈ N∗ × R+ set F0(x) = x and Fn(x) =

∫ x

0
(f(u))n du.

(1) Compute F1(x) in terms of x.
(2) Show that 0 ≤ Fn(x) ≤ x (f(x))n, then deduce lim

n→+∞
Fn(x).

(3)(a) Check that (∀x ∈ R) , f ′(x) = 1− (f(x))2.

(b) Deduce that (∀k ∈ N) , Fk+2(x) = Fk(x) −
1

k + 1
(f(x))k+1, and that F2n(x) = x −
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n∑

k=1

1

2k − 1
(f(x))2k−1 for every n ∈ N∗.

(4) Using the above, compute lim
n→+∞

n∑
k=1

1

(2k − 1)× 32k−1
.

أسية لوغاريتمية ودالة تكرارية ومتتالية صامدة نقطة 06 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

الأول الجزء

.x > 0 ႟ၽܳ ln(x) + x إނ؇رة ༥ڎول ݪؕ ቕ቉ ،ln(α) + α = 0 ොຳ٭ت ]13 , 23[ ا௯௫௵؇ل ሒᇭ وۋ٭ڎ α ل༥ިڎ أَ۬ ඔّ൹ً (1)
.x > 0 ႟ၽܳ φ(x) = e1/x َݯؕ (2)

.x > 0 ႟ၽܳ φ(x) = x ⇐⇒ 1

x
+ ln

(
1

x

)
= 0 أن ݆݁ ොູگݑ (a)

.(∀x ∈
[
3
2 , 3
])
, |φ′(x)| ≤ 4

9
e2/3 أن ඔّ൹ً (b)

.Γn+1 = φ(Γn) و Γ0 = 2 :ঌॻل ؇ஓ୾ اৎ৊أݠڣ۰ (Γn)n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ଫଊَأٺ (3)
.(∀n ∈ N) , Γn ∈

[
3
2 , 3
] أن ඔّ൹ً (a)

.؇ዛውᚬ؇ዛኡ ො੼ڎدا ݁ٺگ؇ر۰ً (Γn)n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن ඔّ൹ً اৎ৊ٷዛው٭۰، ا଩ଐܳاࢴࣖات ۱ଫଊ݁ٷ۰ ً؇ݿٺأ݄؇ل (b)
.؇ዛውᚬ؇ዛኡ ො੼ڎدا ݁ٺگ؇ر۰ً γn =

1

n

n∑
j=1

Γj ঌॻل ؇ஓ୾ اৎ৊أݠڣ۰ (γn)n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن ඔّ൹ً (c)

الثاني الجزء

(Cf ) ܳ٭ܝ݆ .x > 0 ႟ၽܳ f(x) = ln(x) · e−1/x و f(0) = 0 :ঌॻل ؇ஓ୾ [0,+∞[ আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ f اܳأڎدل۰ ᄭᄟاᄴᄟا ଫଊَأٺ •
.(O, i⃗, j⃗) ᆙᆘٷޙܾ ݁ٺأ؇݁ڎ ݁أ޺޾ ሒᇭ f ᄭᄟاᄴፁዧ اৎ৊݄ټܭ ปฃۜٷৎ৊ا

.(Cf ) ปฃۜٷగጻዧ ۰ਃಮ؇ዛኡఈዳዧا اܳڰݠوع ادرس (1)
.[0,+∞[ আॻ༟ ᄭᄥ݁ٺݱ f أن ඔّ൹ً (2)

۱ٷڎݿ٭؇. ۰༶اܳٷྥ٭ أوّل ቕ቉ ،f ′d(0) = 0 أن و 0 ሒᇭ ඔ൹اࡺࢋࢦ আॻ༟ ఈዳዧނٺگ؇ق ᄭᄥً؇ڢ f أن ඔّ൹ً (3)
.f ᄭᄟاᄴᄟا ّ؞ଫଃات ༥ڎول ݪؕ ቕ቉ ،(∀x > 0) , f ′(x) =

x+ ln(x)
x2

· e−1/x أن ඔّ൹ً (4)
(.(Cf ) ปฃۜٷగጻዧ اَأޚ؇ف َگޚ۰ A(1, 0) اܳٷگޚ۰ أن (َگٴܭ .A(1, 0) اܳٷگޚ۰ ؜ٷڎ (T ) اৎ৊݄؇س ᄭᄟ݁أ؇د ا܋ٺص (5)

(.f(α) ≃ −0,1 (َ؊༠ڍ .(Cf ) ปฃۜٷৎ৊ا ๲๑ฺأ (6)
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12 اܳٺ༲ܹ٭ܭ — Analyse

الثالث الجزء

.F (x) =
∫ x

1
f(t) dt :ঌॻل ؇ஓ୾ R∗

+ আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ F ᄭᄟاᄴᄟا ଫଊَأٺ •
.(∀t ≥ 1) , f(t) ≥ ln(t)− ln(t)

t
أن اݿྥٷٺھ و ،(∀u ∈ R) , e−u ≥ 1− u أن ඔّ൹ً (1)

.(∀x ≥ 1) , F (x) ≥ x ln(x)− x− ln2(x)

2
أن اݿྥٷٺھ (2)

. lim
x→+∞

F (x)

x
= +∞ أن ඔّ൹ً (3)

.3 اܳފޝال ሒᇭ ؇ዛዀܹ༟ ᄭᄥݱ௱௯௫ا ۰༶اܳٷྥ٭ ۱ٷڎݿ٭؇ أوّل (4)
.ሌᇿو৙৑ا ؇ዛው݁ލٺگ اۋފص ቕ቉ R∗

+ আॻ༟ ఈዳዧނٺگ؇ق ᄭᄥً؇ڢ F أن ඔّ൹ً (5)
.n ∈ N ܳ٭ܝ݆ (6)

.βn > 1 وۋ٭ڎا ఈః༡ ّگٴܭ F (x) = n ᄭᄟأ؇دৎ৊ا أن ඔّ൹ً (a)
.؇ዛውᚬ؇ዛኡ اݿྥٷٺھ ቕ቉ ݁ܝٴިرة، ଫଃ༚ ؇ዛኡأ و ߙ߳اࢴࣖل۰ (βn)n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن ඔّ൹ً (b)

. lim
n→+∞

βn
3
√
n
= +∞ أن ඔّ൹ً (c)

Traduction française

Première partie

(1) Montrer qu’il existe un unique α ∈
]
1
3 ,

2
3

[
tel que ln(α) + α = 0, puis dresser le tableau de

signe de ln(x) + x pour x > 0.
(2) On pose φ(x) = e1/x pour x > 0.

(a) Vérifier que φ(x) = x ⇐⇒ 1

x
+ ln

(
1

x

)
= 0.

(b) Montrer que
(
∀x ∈

[
3
2 , 3
])
, |φ′(x)| ≤ 4

9
e2/3.

(3) On considère la suite (Γn)n∈N définie par Γ0 = 2 et Γn+1 = φ(Γn).
(a) Montrer que (∀n ∈ N) , Γn ∈

[
3
2 , 3
]
.

(b) À l’aide du théorème des accroissements finis, montrer que (Γn) converge et déterminer sa
limite.

(c) Montrer que la suite (γn) définie par γn =
1

n

n∑
j=1

Γj converge et déterminer sa limite.

Deuxième partie

• Soit f définie sur [0,+∞[ par f(0) = 0 et f(x) = ln(x) · e−1/x pour x > 0, et (Cf ) sa courbe
dans un repère orthonormé (O, i⃗, j⃗).

(1) Étudier les branches infinies de (Cf ).
(2) Montrer que f est continue sur [0,+∞[.
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(3) Montrer que f est dérivable à droite en 0 et que f ′d(0) = 0, puis interpréter géométriquement.

(4) Montrer que (∀x > 0) , f ′(x) =
x+ ln(x)

x2
· e−1/x, puis dresser le tableau de variations de f .

(5) Écrire l’équation de la tangente (T ) au point A(1, 0). (On admet que A(1, 0) est un point
d’inflexion de (Cf ).)

(6) Construire (Cf ) (on prendra f(α) ≃ −0,1).

Troisième partie

• Soit F définie sur R∗
+ par F (x) =

∫ x

1
f(t) dt.

(1) Montrer que (∀u ∈ R) , e−u ≥ 1− u, et en déduire que (∀t ≥ 1) , f(t) ≥ ln(t)− ln(t)
t

.

(2) En déduire que (∀x ≥ 1) , F (x) ≥ x ln(x)− x− ln2(x)

2
.

(3) Montrer que lim
x→+∞

F (x)

x
= +∞.

(4) Interpréter géométriquement le résultat de la question 3.
(5) Montrer que F est dérivable sur R∗

+ puis calculer sa dérivée première.
(6) Soit n ∈ N.

(a) Montrer que l’équation F (x) = n admet une unique solution βn > 1.
(b) Montrer que (βn) est croissante et non majorée, puis en déduire sa limite.

(c) Montrer que lim
n→+∞

βn
3
√
n
= +∞.

English translation

Part One

(1) Show that there is a unique α ∈
]
1
3 ,

2
3

[
with ln(α)+α = 0, then give the sign table of ln(x)+x

for x > 0.
(2) Set φ(x) = e1/x for x > 0.

(a) Check that φ(x) = x ⇐⇒ 1

x
+ ln

(
1

x

)
= 0.

(b) Show that
(
∀x ∈

[
3
2 , 3
])
, |φ′(x)| ≤ 4

9
e2/3.

(3) Consider the sequence defined by Γ0 = 2 and Γn+1 = φ(Γn).
(a) Show that (∀n ∈ N) , Γn ∈

[
3
2 , 3
]
.

(b) Using the mean value theorem, show that (Γn) converges and find its limit.

(c) Show that γn =
1

n

n∑
j=1

Γj converges and find its limit.

Part Two

• Let f be defined on [0,+∞[ by f(0) = 0 and f(x) = ln(x) · e−1/x for x > 0, with curve (Cf ) in
an orthonormal frame (O, i⃗, j⃗).
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14 اܳٺ༲ܹ٭ܭ — Analyse

(1) Study the infinite branches of (Cf ).
(2) Show that f is continuous on [0,+∞[.
(3) Show that f is right-differentiable at 0 with f ′d(0) = 0, then interpret geometrically.

(4) Show that (∀x > 0) , f ′(x) =
x+ ln(x)

x2
· e−1/x, then draw up the table of variations of f .

(5) Write the equation of the tangent (T ) at A(1, 0). (It is admitted that A(1, 0) is an inflection
point of (Cf ).)

(6) Sketch (Cf ) (take f(α) ≃ −0.1).

Part Three

• Let F be defined on R∗
+ by F (x) =

∫ x

1
f(t) dt.

(1) Show that (∀u ∈ R) , e−u ≥ 1− u, and deduce that (∀t ≥ 1) , f(t) ≥ ln(t)− ln(t)
t

.

(2) Deduce that (∀x ≥ 1) , F (x) ≥ x ln(x)− x− ln2(x)

2
.

(3) Show that lim
x→+∞

F (x)

x
= +∞.

(4) Interpret geometrically the result of question 3.
(5) Show that F is differentiable on R∗

+ and compute its first derivative.
(6) Let n ∈ N.

(a) Show that the equation F (x) = n has a unique solution βn > 1.
(b) Show that (βn) is increasing and unbounded, then deduce its limit.

(c) Show that lim
n→+∞

βn
3
√
n
= +∞.

الجيب علىدالة مبنية تكاملية دالة 07 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

.u(x) = sin(x)
x

ۋ٭ت ،F (0) = 0 و F (x) =
∫ 2x

x

dt

1 + u2(t)
:ঌॻل ؇ஓ୾ R আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ F اܳأڎدل۰ ᄭᄟاᄴᄟا ଫଊَأٺ •

ڣݠدل۰. F ᄭᄟاᄴᄟا أن ඔّ൹ً (1)
.(∀x ∈ R∗

+

)
, 0 ≤ F (x) ≤ x أن ඔّ൹ً (a)(2)

اܳݱڰݠ. ሒᇭ ඔ൹اࡺࢋࢦ আॻ༟ ᄭᄥ݁ٺݱ F ᄭᄟاᄴᄟا أن اݿྥٷٺھ (b)
.(∀x ∈ ]0,+∞[) (∃cx ∈ [x, 2x]) ,

F (x)

x
=

1

1 + u2(cx)
أن ඔّ൹ً (a)(3)

.F ′
d(0) ො੼ڎدا اܳݱڰݠ ሒᇭ ඔ൹اࡺࢋࢦ আॻ༟ ఈዳዧނٺگ؇ق ᄭᄥً؇ڢ F ᄭᄟاᄴᄟا أن اݿྥٷٺھ (b)

(∀x ∈ ]0,+∞[) , F ′(x) = أن و ]0,+∞[ আॻ༟ ఈዳዧނٺگ؇ق ᄭᄥً؇ڢ F أن ඔّ൹ً (a)(4)
. 1 + u2(x)

(
1 + sin2(x)

)
(1 + u2(x)) (1 + u2(x) cos2(x))
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.R আॻ༟ ؇ዛኤاଫଃّ؞ ༥ڎول ݪؕ ቕ቉ ،]−∞, 0[ و ]0,+∞[ ඔ൹ܳ؇௵௯௫ا আॻ༟ F ᄭᄟاᄴᄟا رّ؇۰ً اݿྥٷٺھ (b)
.1− 1

1 + u2(t)
≤ 1

t2
و t2

1 + t2
≤ 1

1 + u2(t)
≤ 1 :؇਍ಱᄴᄟ ]0,+∞[ ا௯௫௵؇ل ݆݁ t ႟ၽܳ أن أཿྟب (a)(5)

.0 ≤ x−F (x) ≤ 1

2x
و x+arctan(x)−arctan(2x) ≤ F (x) ≤ x :؇਍ಱᄴᄟ ]0,+∞[ ݆݁ x ႟ၽܳ أَ۬ اݿྥٷٺھ (b)

. lim
x→+∞

(F (x)− x) و lim
x→+∞

F (x) ඔ൹ਐಱ؇ዛዊܳا اۋފص (c)
.(O, i⃗, j⃗) ᆙᆘٷޙܾ ݁ٺأ؇݁ڎ ݁أ޺޾ ሒᇭ (CF ) ปฃۜٷৎ৊ا ྾ངار (6)

Traduction française

• On considère la fonction F définie sur R par F (x) =

∫ 2x

x

dt

1 + u2(t)
et F (0) = 0, où u(x) =

sin(x)
x

.

(1) Montrer que F est impaire.
(2)(a) Montrer que

(
∀x ∈ R∗

+

)
, 0 ≤ F (x) ≤ x.

(b) En déduire que F est continue à droite en 0.

(3)(a) Montrer que (∀x ∈ ]0,+∞[) (∃cx ∈ [x, 2x]) ,
F (x)

x
=

1

1 + u2(cx)
.

(b) En déduire que F est dérivable à droite en 0 en précisant F ′
d(0).

(4)(a) Montrer que F est dérivable sur ]0,+∞[ et que F ′(x) =
1 + u2(x)

(
1 + sin2(x)

)
(1 + u2(x)) (1 + u2(x) cos2(x)) .

(b) En déduire la monotonie de F sur ]0,+∞[ et ]−∞, 0[, puis dresser son tableau de variations
sur R.

(5)(a) Établir que pour tout t ∈ ]0,+∞[ : t2

1 + t2
≤ 1

1 + u2(t)
≤ 1 et 1− 1

1 + u2(t)
≤ 1

t2
.

(b) En déduire que pour tout x ∈ ]0,+∞[ : x + arctan(x) − arctan(2x) ≤ F (x) ≤ x et 0 ≤
x− F (x) ≤ 1

2x
.

(c) Calculer lim
x→+∞

F (x) et lim
x→+∞

(F (x)− x).

(6) Tracer (CF ) dans un repère orthonormé (O, i⃗, j⃗).

English translation

• Let F be defined on R by F (x) =
∫ 2x

x

dt

1 + u2(t)
and F (0) = 0, where u(x) = sin(x)

x
.

(1) Show that F is odd.
(2)(a) Show that

(
∀x ∈ R∗

+

)
, 0 ≤ F (x) ≤ x.

(b) Deduce that F is right-continuous at 0.

(3)(a) Show that (∀x ∈ ]0,+∞[) (∃cx ∈ [x, 2x]) ,
F (x)

x
=

1

1 + u2(cx)
.

(b) Deduce that F is right-differentiable at 0, giving F ′
d(0).

(4)(a) Show that F is differentiable on ]0,+∞[ and that F ′(x) =
1 + u2(x)

(
1 + sin2(x)

)
(1 + u2(x)) (1 + u2(x) cos2(x)) .

(b) Deduce the monotonicity of F on ]0,+∞[ and ]−∞, 0[, then draw up its table of variations
on R.

(5)(a) Prove that for every t ∈ ]0,+∞[: t2

1 + t2
≤ 1

1 + u2(t)
≤ 1 and 1− 1

1 + u2(t)
≤ 1

t2
.
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(b) Deduce that for every x ∈ ]0,+∞[: x + arctan(x) − arctan(2x) ≤ F (x) ≤ x and 0 ≤
x− F (x) ≤ 1

2x
.

(c) Compute lim
x→+∞

F (x) and lim
x→+∞

(F (x)− x).

(6) Sketch (CF ) in an orthonormal frame (O, i⃗, j⃗).

متتابعة وتكاملات جذرية دالة 08 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

الأول الجزء

.v(x) =
√
x+ 2

ex
:ঌॻل ؇ஓ୾ [−2,+∞[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ اܳأڎدل۰ ᄭᄟاᄴᄟا v ܳٺܝ݆ •

۱ٷڎݿ٭؇. ؇ዛዀܹ༟ ا௱௯௫ݱܭ ۰༶اܳٷྥ٭ أوّل ቕ቉ ، lim
x→+∞

v(x) اۋފص (1)
۱ٷڎݿ٭؇. ؇ዛዀܹ༟ ا௱௯௫ݱܭ ۰༶اܳٷྥ٭ أوّل ቕ቉ ،x0 = −2 ا৙৑ڣݱިل ذات اܳٷگޚ۰ ሒᇭ ඔ൹اࡺࢋࢦ আॻ༟ v ᄭᄟاᄴᄟا اނٺگ؇ق ڢ؇ًܹ٭۰ ادرس (2)

.v ᄭᄟاᄴᄟا ّ؞ଫଃات ༥ڎول ݪؕ ቕ቉ ،v′(x) = −(x+ 1)e−x

2v(x)
أن أཿྟب ،]− 2,+∞[ ا௯௫௵؇ل ݆݁ x ๤ཡ؜ٷ ႟ၽܳ (3)

.(O, i⃗, j⃗) ᆙᆘٷޙܾ ݁ٺأ؇݁ڎ ݁أ޺޾ ሒᇭ (Cv) ปฃۜٷৎ৊ا ྾ངار (4)

الثاني الجزء

؇ஓ୾ اৎ৊أݠڣ۰ اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ (un)n∈N ܳٺܝ݆ و ،V (x) =

∫ ln(x)

0
v(t) dt :ঌॻل ؇ஓ୾ [ 1

e2
,+∞

[ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ V ᄭᄟاᄴᄟا ଫଊَأٺ •
.un =

2n · (n!)
(2n+ 1)!

∫ −1

−2
v(t) · (t+ 2)n dt :ঌॻل

.؇ዛውᚬ؇ዛኡ ො੼ڎدا ݁ٺگ؇ر۰ً (un)n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن اݿྥٷٺھ ቕ቉ ،(∀n ∈ N) , 0 ≤ un ≤ e

2n+ 1
أن ඔّ൹ً (1)

.Sn =
n∑

k=1

2k · (k!)
(2k + 1)!

َݯؕ N∗ ݆݁ n ႟ၽܳ (2)
.(∀n ∈ N) , un+1 − un = −2

√
e · 2

n+1 · (n+ 1)!

(2n+ 3)!
أَ۬ ඔّ൹ً ً؇ඹජ৙৑اء، ᄭᄥ݁Ⴄၽ݁ ً؇ݿٺأ݄؇ل (a)

.(∀n ∈ N∗) , Sn =
u0 − un
2
√
e

أن اݿྥٷٺھ (b)
. lim
n→+∞

Sn =
V
(
1
e

)
− V

(
1
e2

)
2
√
e

أن ඔّ൹ً (c)
Traduction française
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Première partie

• Soit v définie sur [−2,+∞[ par v(x) =
√
x+ 2

ex
.

(1) Calculer lim
x→+∞

v(x), puis interpréter géométriquement.

(2) Étudier la dérivabilité de v à droite au point d’abscisse x0 = −2, puis interpréter
géométriquement.

(3) Pour tout x ∈ ]−2,+∞[, établir que v′(x) = −(x+ 1)e−x

2v(x)
, puis dresser le tableau de variations

de v.
(4) Tracer (Cv) dans un repère orthonormé (O, i⃗, j⃗).

Deuxième partie

• Soit V définie sur
[
1
e2
,+∞

[
par V (x) =

∫ ln(x)

0
v(t) dt, et (un)n∈N définie par un =

2n · (n!)
(2n+ 1)!

∫ −1

−2
v(t) · (t+ 2)n dt.

(1) Montrer que (∀n ∈ N) , 0 ≤ un ≤ e

2n+ 1
, puis en déduire que (un) converge et déterminer sa

limite.

(2) Pour n ∈ N∗ on pose Sn =
n∑

k=1

2k · (k!)
(2k + 1)!

.

(a) À l’aide d’une intégration par parties, montrer que un+1 − un = −2
√
e · 2

n+1 · (n+ 1)!

(2n+ 3)!
.

(b) En déduire que (∀n ∈ N∗) , Sn =
u0 − un
2
√
e

.

(c) Montrer que lim
n→+∞

Sn =
V
(
1
e

)
− V

(
1
e2

)
2
√
e

.

English translation

Part One

• Let v be defined on [−2,+∞[ by v(x) =
√
x+ 2

ex
.

(1) Compute lim
x→+∞

v(x), then interpret geometrically.

(2) Study the right-differentiability of v at the point of abscissa x0 = −2, then interpret geomet-
rically.

(3) For every x ∈ ]−2,+∞[, prove that v′(x) = −(x+ 1)e−x

2v(x)
, then draw up the table of variations

of v.
(4) Sketch (Cv) in an orthonormal frame (O, i⃗, j⃗).

Part Two
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• Let V be defined on
[
1
e2
,+∞

[
by V (x) =

∫ ln(x)

0
v(t) dt, and let (un)n∈N be defined by un =

2n · (n!)
(2n+ 1)!

∫ −1

−2
v(t) · (t+ 2)n dt.

(1) Show that (∀n ∈ N) , 0 ≤ un ≤ e

2n+ 1
, then deduce that (un) converges and determine its

limit.

(2) For n ∈ N∗ put Sn =

n∑
k=1

2k · (k!)
(2k + 1)!

.

(a) Using integration by parts, show that un+1 − un = −2
√
e · 2

n+1 · (n+ 1)!

(2n+ 3)!
.

(b) Deduce that (∀n ∈ N∗) , Sn =
u0 − un
2
√
e

.

(c) Show that lim
n→+∞

Sn =
V
(
1
e

)
− V

(
1
e2

)
2
√
e

.

التكاملي ومعدلها لوغاريتمية دالة 09 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

الأول الجزء

.(∀x ∈ R) , ex(1− x) ≤ 1 أن ඔّ൹ً (a)(1)
.(∀x ∈ R) , ex − 1 ≥ x

√
ex أن ඔّ൹ً (b)

.(∀x ∈ R∗) ,

∣∣∣∣ex − x− 1

x2
− 1

2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ex − 1

x
− 1

∣∣∣∣ أن ඔّ൹ً (a)(2)
. lim
x→0

ex − x− 1

x2
اݿྥٷٺھ (b)

الثاني الجزء

.φ(0) = 0 و x ̸= 0 ႟ၽܳ φ(x) = ln
(

x

ex − 1

)
:ঌॻل ؇ஓ୾ R আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ اܳأڎدل۰ ᄭᄟاᄴᄟا φ ܳٺܝ݆ •

؇ዛዀܹ༟ ا௱௯௫ݱܭ ༇຀؇اܳٷٺ أوّل ቕ቉ ، lim
x→−∞

φ(x)

x
و lim

x→+∞

φ(x)

x
، lim
x→−∞

φ(x) ، lim
x→+∞

φ(x) اܳٺ؇ܳ٭۰: اዛዊܳ؇ل؇ت اۋފص (1)
۱ٷڎݿ٭؇.

.φ′(0) = −1

2
ۋ٭ت اܳݱڰݠ، ሒᇭ ఈዳዧނٺگ؇ق ᄭᄥً؇ڢ و ᄭᄥ݁ٺݱ φ ᄭᄟاᄴᄟا أن أཿྟب (2)

.R আॻ༟ ر྘ོٴ۰ φ ᄭᄟاᄴᄟا أن أཿྟب (a)(3)
.R আॻ༟ ڢޚأ؇ ਍ಾ؇ڢݱ٭۰ φ′ ᄭᄟاᄴᄟا أن ඔّ൹ً (b)
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الثالث الجزء

(Cϕ) ܳ٭ܝ݆ و ،ϕ(0) = 0 و x ̸= 0 ႟ၽܳ ϕ(x) = 1

x

∫ x

0
φ(u) du :ঌॻل ؇ஓ୾ R আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ اܳأڎدل۰ ᄭᄟاᄴᄟا ϕ ܳٺܝ݆ •

.(O, i⃗, j⃗) ᆙᆘٷޙܾ ݁ٺأ؇݁ڎ ݁أ޺޾ ሒᇭ ϕ ᄭᄟاᄴᄟا ปฃۜ݁ٷ
اܳݱڰݠ. ሒᇭ ᄭᄥ݁ٺݱ ϕ ᄭᄟاᄴᄟا أن ඔّ൹ً (1)

.(∀x ∈ R) , ϕ(−x)− ϕ(x) =
x

2
أن ݆݁ ොູگݑ (a)(2)

.φ(−x)
2

≤ ϕ(x) +
x

2
≤ φ(−x) و φ(x)

2
≤ ϕ(x) ≤ −x

4
أن ඔّ൹ً ،]0,+∞[ ا௯௫௵؇ل ݆݁ ؜ٷ๤ཡا x ܳ٭ܝ݆ (b)

.+∞ ෠ຳިار (Cϕ) ปฃۜٷగጻዧ ሒᆶ؇ዛኡఈዳዧا اܳڰݠع ادرس ቕ቉ +∞ ؜ٷڎ ϕ ᄭᄟاᄴᄟا ዛኡ؇ل۰ ༡ڎد (a)(3)
.−∞ ෠ຳިار (Cϕ) ปฃۜٷగጻዧ ۰ਃಮ؇ዛኡఈዳዧا اܳڰݠوع ادرس (b)

.ϕ′(0) ො੼ڎدا اܳݱڰݠ ሒᇭ ఈዳዧނٺگ؇ق ᄭᄥً؇ڢ ϕ ᄭᄟاᄴᄟا أن ඔّ൹ً (a)(4)
.ϕ′(x) = φ(x)− ϕ(x)

x
:R∗ ݆݁ x ႟ၽܳ أن و R∗ ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ఈዳዧނٺگ؇ق ᄭᄥً؇ڢ ϕ ᄭᄟاᄴᄟا أن ඔّ൹ً (b)

.R আॻ༟ ϕ ᄭᄟاᄴᄟا ّ؞ଫଃات ༥ڎول ݪؕ (c)
.(Cϕ) ๲๑ฺأ (5)

الرابع الجزء

.bn =
1

n2

n∑
j=1

φ(−j) و an =
1

n2

n∑
j=1

φ(j) :ঌॻل ؇ஓ୾ (bn)n≥1 و (an)n≥1 ඔ൹ٺٺ؇ܳ٭ٺৎ৊ا َأݠف N∗ ݆݁ n ႟ၽܳ •

. lim
n→+∞

bn = 0 أن و ݁ٺگ؇ر۰ً (bn)n≥1 اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن ඔّ൹ً (1)

.√e = lim
n→+∞

n2

√√√√ n∏
i=1

(ei − 1) أن আॻ༟ ߓߵ۱݆ ،(an)n≥1 اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ّگ؇رب ً؇ݿٺأ݄؇ل (2)

Traduction française

Première partie

(1)(a) Montrer que (∀x ∈ R) , ex(1− x) ≤ 1.
(b) Montrer que (∀x ∈ R) , ex − 1 ≥ x

√
ex.

(2)(a) Montrer que (∀x ∈ R∗) ,

∣∣∣∣ex − x− 1

x2
− 1

2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ex − 1

x
− 1

∣∣∣∣.
(b) En déduire lim

x→0

ex − x− 1

x2
.

Deuxième partie
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• Soit φ définie sur R par φ(x) = ln
(

x

ex − 1

)
pour x ̸= 0 et φ(0) = 0.

(1) Calculer lim
x→+∞

φ(x), lim
x→−∞

φ(x), lim
x→+∞

φ(x)

x
et lim

x→−∞

φ(x)

x
, puis interpréter

géométriquement.

(2) Établir que φ est continue et dérivable en 0, avec φ′(0) = −1

2
.

(3)(a) Établir que φ est monotone sur R.
(b) Montrer que φ′ est strictement décroissante sur R.

Troisième partie

• Soit ϕ définie sur R par ϕ(x) = 1

x

∫ x

0
φ(u) du pour x ̸= 0 et ϕ(0) = 0, de courbe (Cϕ) dans un

repère orthonormé (O, i⃗, j⃗).

(1) Montrer que ϕ est continue en 0.
(2)(a) Vérifier que (∀x ∈ R) , ϕ(−x)− ϕ(x) =

x

2
.

(b) Soit x ∈ ]0,+∞[ ; montrer que φ(x)

2
≤ ϕ(x) ≤ −x

4
et φ(−x)

2
≤ ϕ(x) +

x

2
≤ φ(−x).

(3)(a) Déterminer la limite de ϕ en +∞ puis étudier la branche infinie de (Cϕ) au voisinage de
+∞.

(b) Étudier les branches infinies de (Cϕ) au voisinage de −∞.
(4)(a) Montrer que ϕ est dérivable en 0 en précisant ϕ′(0).

(b) Montrer que ϕ est dérivable sur R∗ et que ϕ′(x) = φ(x)− ϕ(x)

x
.

(c) Dresser le tableau de variations de ϕ sur R.
(5) Construire (Cϕ).

Quatrième partie

• Pour n ∈ N∗ on définit an =
1

n2

n∑
j=1

φ(j) et bn =
1

n2

n∑
j=1

φ(−j).

(1) Montrer que (bn)n≥1 converge et que lim
n→+∞

bn = 0.

(2) En utilisant la convergence de (an)n≥1, démontrer que
√
e = lim

n→+∞
n2

√√√√ n∏
i=1

(ei − 1).

English translation

Part One

(1)(a) Show that (∀x ∈ R) , ex(1− x) ≤ 1.
(b) Show that (∀x ∈ R) , ex − 1 ≥ x

√
ex.

(2)(a) Show that (∀x ∈ R∗) ,

∣∣∣∣ex − x− 1

x2
− 1

2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ex − 1

x
− 1

∣∣∣∣.
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(b) Deduce lim
x→0

ex − x− 1

x2
.

Part Two

• Let φ be defined on R by φ(x) = ln
(

x

ex − 1

)
for x ̸= 0 and φ(0) = 0.

(1) Compute lim
x→+∞

φ(x), lim
x→−∞

φ(x), lim
x→+∞

φ(x)

x
and lim

x→−∞

φ(x)

x
, then interpret the results ge-

ometrically.

(2) Prove that φ is continuous and differentiable at 0, with φ′(0) = −1

2
.

(3)(a) Prove that φ is monotone on R.
(b) Show that φ′ is strictly decreasing on R.

Part Three

• Let ϕ be defined on R by ϕ(x) = 1

x

∫ x

0
φ(u) du for x ̸= 0 and ϕ(0) = 0, with curve (Cϕ) in an

orthonormal frame (O, i⃗, j⃗).

(1) Show that ϕ is continuous at 0.
(2)(a) Check that (∀x ∈ R) , ϕ(−x)− ϕ(x) =

x

2
.

(b) Let x ∈ ]0,+∞[; show that φ(x)
2

≤ ϕ(x) ≤ −x
4

and φ(−x)
2

≤ ϕ(x) +
x

2
≤ φ(−x).

(3)(a) Determine the limit of ϕ at +∞ then study the infinite branch of (Cϕ) near +∞.
(b) Study the infinite branches of (Cϕ) near −∞.

(4)(a) Show that ϕ is differentiable at 0, giving ϕ′(0).

(b) Show that ϕ is differentiable on R∗ and that ϕ′(x) = φ(x)− ϕ(x)

x
.

(c) Draw up the table of variations of ϕ on R.
(5) Sketch (Cϕ).

Part Four

• For n ∈ N∗ define an =
1

n2

n∑
j=1

φ(j) and bn =
1

n2

n∑
j=1

φ(−j).

(1) Show that (bn)n≥1 converges with lim
n→+∞

bn = 0.

(2) Using the convergence of (an)n≥1, prove that
√
e = lim

n→+∞
n2

√√√√ n∏
i=1

(ei − 1).

نيوتن ومتتالية معادلات حلول 10 مسألة
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١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

الأول الجزء

༟ڎدا λ > 0 ଫଊَأٺ .fn(x) =
n∑

k=0

1

x− k
:ঌॻل ؇ஓ୾ ]n,+∞[ আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ fn اܳأڎدل۰ ᄭᄟاᄴᄟا ଫଊَأٺ .N∗ ݆݁ n ܳ٭ܝ݆ •

.؇ਐಸ؇ٔ
.]0,+∞[ ިොຶ ]n,+∞[ ݆݁ ّگ؇ًܭ fn ᄭᄟاᄴᄟا أن ඔّ൹ً (a)(1)

.]n,+∞[ ሒᇭ λn وۋ٭ڎا ఈః༡ ّگٴܭ fn(x) = λ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا أن اݿྥٷٺھ (b)
ۏިا۹ً. ఈ጗጑݁أ (λn)n≥1 اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ዛኡ؇ل۰ ༡ڎد (c)

.Hn −→
n→+∞

+∞ أن ඔّ൹ً .Hn =

n∑
k=1

1

k
َݯؕ (d)

.λn > n+ 1 :n ≥ n0 ႟ၽܳ لܝިن ොຳ٭ت n0 ௧ਤޗٴ٭ ොේ٭ں ༟ڎد ل༥ިڎ أَ۬ ඔّ൹ً (a)(2)
ࠍ੆ڎود ً؇ܳྡྷފٴ۰ ૭૜ྥٷٺھ ݁؇ذا .λ9 و λ3 દઊ࠯࠵࠺ڎ ّ؊ޗଫଃا اݿྥٷٺھ ቕ቉ ،

∫ λn+1

λn−n

dt

t
≤ λ ≤

∫ λn

λn−n−1

dt

t
أن ඔّ൹ً (b)

n≥1(λn)؟ اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰

الثاني الجزء

.f(x) = x− 2 ln
(
ex

2
− 1

)
:ঌॻل ؇ஓ୾ ] ln(2),+∞[ আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ f اܳأڎدل۰ ᄭᄟاᄴᄟا ଫଊَأٺ •

. lim
x→+∞

(f(x) + x) و lim
x→+∞

f(x) ، lim
x→(ln(2))+

f(x) :๴ངୖٷڎ୒ا لܭ اܳٺ؊و إ؜ޚ؇ء ؕ݁ اܳٺ؇ܳ٭۰ اዛዊܳ؇ل؇ت اۋފص (a)(1)
.(∀x ∈ ] ln(2),+∞[) , f ′(x) =

2 + ex

2− ex
أن و ] ln(2),+∞[ আॻ༟ ఈዳዧނٺگ؇ق ᄭᄥً؇ڢ f ᄭᄟاᄴᄟا أن ඔّ൹ً (b)

.] ln(2),+∞[ আॻ༟ f ᄭᄟاᄴᄟا ّ؞ଫଃات ༥ڎول ݪؕ (c)
.f ᄭᄟاᄴᄟا ปฃۜ݁ٷ ّگأݠ ادرس (d)

.(O, i⃗, j⃗) ᆙᆘٷޙܾ ݁ٺأ؇݁ڎ ݁أ޺޾ ሒᇭ f ᄭᄟاᄴᄟا ปฃۜ݁ٷ ๲๑ฺأ (e)
.I = ] ln(2),+∞[ َݯؕ (2)

.f−1 ๴ཏاܳأܝ اܳٺگ؇ًܭ ො੼ڎدا ොູڎࢴࣖه، ௧ਟྡྷٴ཯ J ෠੼؇ل ިොຶ I ݆݁ ّگ؇ًܭ f أن ඔّ൹ً (a)
.x− f(x)

f ′(x)
≤ α :؇਍ಱᄴᄟ I ا௯௫௵؇ل ݆݁ x ႟ၽܳ أن ඔّ൹ً .α = f−1(0) َݯؕ (b)

.αn+1 = αn − f(αn)

f ′(αn)
و α0 = ln(3) :ঌॻل ؇ஓ୾ اৎ৊أݠڣ۰ اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ (αn)n∈N ܳٺܝ݆ (3)

.(∀n ∈ N) , αn ∈ ] ln(2), α] أن ඔّ൹ً (a)
݁ٺگ؇ر۰ً. ؇ዛኡأ اݿྥٷٺھ ቕ቉ ر྘ོٴ۰، (αn)n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن ඔّ൹ً (b)

ۏިا۹ً. ఈ጗጑݁أ (αn)n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ዛኡ؇ل۰ ༡ڎد (c)
Traduction française

© Saad Choukri



اܳٺ༲ܹ٭ܭ — Analyse 23

Première partie

• Soit n ∈ N∗. On considère fn définie sur ]n,+∞[ par fn(x) =
n∑

k=0

1

x− k
, et λ > 0 une constante.

(1)(a) Montrer que fn est une bijection de ]n,+∞[ vers ]0,+∞[.
(b) En déduire que l’équation fn(x) = λ admet une unique solution λn dans ]n,+∞[.
(c) Déterminer la limite de (λn)n≥1 en justifiant la réponse.

(d) On pose Hn =

n∑
k=1

1

k
; montrer que Hn −→

n→+∞
+∞.

(2)(a) Montrer qu’il existe n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0, λn > n+ 1.

(b) Montrer que
∫ λn+1

λn−n

dt

t
≤ λ ≤

∫ λn

λn−n−1

dt

t
, puis en déduire un encadrement de λ3 et λ9.

Que peut-on en conclure sur les termes de (λn)n≥1 ?

Deuxième partie

• Soit f définie sur ] ln(2),+∞[ par f(x) = x− 2 ln
(
ex

2
− 1

)
.

(1)(a) Calculer les limites suivantes avec interprétation géométrique : lim
x→(ln(2))+

f(x), lim
x→+∞

f(x)

et lim
x→+∞

(f(x) + x).

(b) Montrer que f est dérivable sur ] ln(2),+∞[ et que f ′(x) = 2 + ex

2− ex
.

(c) Dresser le tableau de variations de f sur ] ln(2),+∞[.
(d) Étudier la concavité de la courbe de f .
(e) Construire la courbe de f dans un repère orthonormé (O, i⃗, j⃗).

(2) On pose I = ] ln(2),+∞[.
(a) Montrer que f est une bijection de I vers un intervalle J à déterminer, en précisant f−1.

(b) On pose α = f−1(0). Montrer que pour tout x ∈ I : x− f(x)

f ′(x)
≤ α.

(3) Soit (αn)n∈N définie par α0 = ln(3) et αn+1 = αn − f(αn)

f ′(αn)
.

(a) Montrer que (∀n ∈ N) , αn ∈ ] ln(2), α].
(b) Montrer que (αn) est monotone, puis en déduire qu’elle converge.
(c) Déterminer la limite de (αn) en justifiant la réponse.

English translation

Part One

• Let n ∈ N∗ and let fn be defined on ]n,+∞[ by fn(x) =
n∑

k=0

1

x− k
, with λ > 0 a fixed constant.

(1)(a) Show that fn is a bijection from ]n,+∞[ onto ]0,+∞[.
(b) Deduce that the equation fn(x) = λ has a unique solution λn in ]n,+∞[.
(c) Determine the limit of (λn)n≥1, justifying your answer.
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(d) Put Hn =
n∑

k=1

1

k
; show that Hn −→

n→+∞
+∞.

(2)(a) Show that there exists n0 ∈ N such that λn > n+ 1 for all n ≥ n0.

(b) Show that
∫ λn+1

λn−n

dt

t
≤ λ ≤

∫ λn

λn−n−1

dt

t
, then deduce bounds for λ3 and λ9. What do you

conclude about the terms of (λn)n≥1?

Part Two

• Let f be defined on ] ln(2),+∞[ by f(x) = x− 2 ln
(
ex

2
− 1

)
.

(1)(a) Compute the following limits with geometric interpretation: lim
x→(ln(2))+

f(x), lim
x→+∞

f(x) and

lim
x→+∞

(f(x) + x).

(b) Show that f is differentiable on ] ln(2),+∞[ and that f ′(x) = 2 + ex

2− ex
.

(c) Draw up the table of variations of f on ] ln(2),+∞[.
(d) Study the concavity of the curve of f .
(e) Sketch the curve of f in an orthonormal frame (O, i⃗, j⃗).

(2) Put I = ] ln(2),+∞[.
(a) Show that f is a bijection from I onto an interval J to be determined, specifying f−1.

(b) Put α = f−1(0). Show that for every x ∈ I: x− f(x)

f ′(x)
≤ α.

(3) Let (αn)n∈N be defined by α0 = ln(3) and αn+1 = αn − f(αn)

f ′(αn)
.

(a) Show that (∀n ∈ N) , αn ∈ ] ln(2), α].
(b) Show that (αn) is monotone, then deduce that it converges.
(c) Determine the limit of (αn), justifying your answer.
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2 ا௱௯௫ިر
العقدية الأعداد

Nombres complexes • Complex numbers

مثلثيوتكامل مجموع 01 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

.θ ∈ ]0, π2 [ ۋ٭ت ،Sn(θ) =
n∑

k=1

sin(kθ)
k

:ঌॻل ؇ஓ୾ (Sn(θ))n≥1 اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ َأݠف N∗ ݆݁ n ႟ၽܳ •

(.x2−2x cos(θ)+1 = (x− cos(θ))2+sin2(θ) أن (৖৑ۋޓ .
∫ 1

0

dx

x2 − 2x cos(θ) + 1
=

π − θ

2 sin(θ) أن ඔّ൹ً (1)
.N∗ ݆݁ ؜ٷ๤ཡا n ܳ٭ܝ݆ (2)

.(∀x ∈ [0, 1]) ,
1

1− xeiθ
=

xneinθ

1− xeiθ
+

n−1∑
k=0

(
xeiθ

)k أن ඔّ൹ً (a)
ঌॻاܳٺۛ٭ ࠯࠵࠾ݞء ਲ਼ਦߌߵ ℑ(z) ۋ٭ت ،(∀x ∈ [0, 1]) , ℑ

(
eiθ

1− xeiθ

)
=

sin(θ)
x2 − 2x cos(θ) + 1

أن ݆݁ ොູگݑ (b)
.z اܳأگڎي ይዧأڎد

.(∀n ∈ N∗) , Sn(θ) =
π − θ

2
−
∫ 1

0
xn ·

(
sin ((n+ 1)θ)− x sin(nθ)

x2 − 2x cos(θ) + 1

)
dx أَ۬ اݿྥٷٺھ (c)

.
∣∣∣∣∫ 1

0
xn ·

(
sin ((n+ 1)θ)− x sin(nθ)

x2 − 2x cos(θ) + 1

)
dx

∣∣∣∣ ≤ 2

(n+ 1) sin2(θ)
:؇਍ಱᄴᄟ N∗ ݆݁ n ႟ၽܳ أَ۬ ඔّ൹ً (3)

.؇ዛውᚬ؇ዛኡ ො੼ڎدا ݁ٺگ؇ر۰ً (Sn(θ))n≥1 اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن ݿٴݑ، ؇݁ ႟၍ ݆݁ اݿྥٷٺھ، (4)
Traduction française

• Pour n ∈ N∗ on définit Sn(θ) =
n∑

k=1

sin(kθ)
k

, où θ ∈
]
0, π2

[
.

(1) Montrer que
∫ 1

0

dx

x2 − 2x cos(θ) + 1
=

π − θ

2 sin(θ) . (Remarquer que x2 − 2x cos(θ) + 1 =

(x− cos(θ))2 + sin2(θ).)
(2) Soit n ∈ N∗.

(a) Montrer que (∀x ∈ [0, 1]) ,
1

1− xeiθ
=

xneinθ

1− xeiθ
+

n−1∑
k=0

(
xeiθ

)k
.
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26 اܳأگڎل۰ ا༟৙৑ڎاد — Nombres complexes

(b) Vérifier que (∀x ∈ [0, 1]) , ℑ
(

eiθ

1− xeiθ

)
=

sin(θ)
x2 − 2x cos(θ) + 1

, où ℑ(z) désigne la partie
imaginaire de z.

(c) En déduire que (∀n ∈ N∗) , Sn(θ) =
π − θ

2
−
∫ 1

0
xn ·

(
sin ((n+ 1)θ)− x sin(nθ)

x2 − 2x cos(θ) + 1

)
dx.

(3) Montrer que pour tout n ∈ N∗ :
∣∣∣∣∫ 1

0
xn ·

(
sin ((n+ 1)θ)− x sin(nθ)

x2 − 2x cos(θ) + 1

)
dx

∣∣∣∣ ≤ 2

(n+ 1) sin2(θ)
.

(4) En déduire, de tout ce qui précède, que (Sn(θ))n≥1 converge et déterminer sa limite.

English translation

• For n ∈ N∗ define Sn(θ) =
n∑

k=1

sin(kθ)
k

, where θ ∈
]
0, π2

[
.

(1) Show that
∫ 1

0

dx

x2 − 2x cos(θ) + 1
=

π − θ

2 sin(θ) . (Note that x2 − 2x cos(θ) + 1 = (x− cos(θ))2 +

sin2(θ).)
(2) Let n ∈ N∗.

(a) Show that (∀x ∈ [0, 1]) ,
1

1− xeiθ
=

xneinθ

1− xeiθ
+

n−1∑
k=0

(
xeiθ

)k
.

(b) Check that (∀x ∈ [0, 1]) , ℑ
(

eiθ

1− xeiθ

)
=

sin(θ)
x2 − 2x cos(θ) + 1

, where ℑ(z) denotes the
imaginary part of z.

(c) Deduce that (∀n ∈ N∗) , Sn(θ) =
π − θ

2
−
∫ 1

0
xn ·

(
sin ((n+ 1)θ)− x sin(nθ)

x2 − 2x cos(θ) + 1

)
dx.

(3) Show that for every n ∈ N∗:
∣∣∣∣∫ 1

0
xn ·

(
sin ((n+ 1)θ)− x sin(nθ)

x2 − 2x cos(θ) + 1

)
dx

∣∣∣∣ ≤ 2

(n+ 1) sin2(θ)
.

(4) Deduce from all the above that (Sn(θ))n≥1 converges and find its limit.

ودورانان الثانية الدرجة من معادلة 02 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ
.m ∈ C∗ ۋ٭ت ،(Em) : z2 − (m+m) z +mm+ i (m−m) + 1 = 0 :ᄭᄟأ؇دৎ৊ا C ۰༟ި݄௵௯௫ا ሒᇭ ଫଊَأٺ •

.∆ = (m−m+ 2i)2 ႟ၽاܳލ আॻ༟ لܝٺص (Em) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଩ଃᆙᆘ أن ݆݁ ොູگݑ (a)(1)
.(Em) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ܭ (b)

و C(m − i) ،B(m) ،A(m) اܳٷگޔ: ଫଊَأٺ ،(O, u⃗, v⃗) ᆙᆘٷޙܾ ݁ٺأ؇݁ڎ ݁أ޺޾ ሌᇿإ اৎ৊ྡྷފިب اܳأگڎي اৎ৊ފٺިى ሒᇭ (2)
.D(m+ i)

݁ފٺگ٭݄٭۰. D و C ،B ،A اܳٷگޔ أن ඔّ൹ً (a)
،θ2 دوراَ۬ ل۰ زاو و B ஼ணਵਦه اᄳᄟي R2 اᄴᄟوران و ،θ1 دوراَ۬ ل۰ زاو و A ஼ணਵਦه اᄳᄟي R1 اᄴᄟوران ଫଊَأٺ (b)
R1(M) =M ′ ොຳ٭ت z′′ و z′ ،z ሒᇿاܳٺިا আॻ༟ أࠍ੆؇ڢ۳؇ มฆܳا M ′′ و M ′ ،M اܳٷگޔ ଫଊَأٺ .θ1− θ2 = π ۋ٭ت
M ′′ و M ′ ،M اܳٷگޔ ّܝިن ؇۳ܹ༥أ ݆݁ มฆܳا M(z) اܳٷگޔ ۰༟ިᆇ୞୘ ༡ڎد اৎ৊ޚߺࠊب: .R2(M) = M ′′ و
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اܳأگڎل۰ ا༟৙৑ڎاد — Nombres complexes 27

݁ފٺگ٭݄٭۰.
Traduction française

• On considère dans C l’équation (Em) : z2 − (m+m) z +mm+ i (m−m) + 1 = 0, où m ∈ C∗.

(1)(a) Vérifier que le discriminant de (Em) s’écrit ∆ = (m−m+ 2i)2.
(b) Résoudre l’équation (Em).

(2) Dans le plan complexe rapporté à un repère orthonormé (O, u⃗, v⃗), on considère les points
A(m), B(m), C(m− i) et D(m+ i).

(a) Montrer que A, B, C et D sont alignés.
(b) On considère la rotation R1 de centre A et d’angle θ1, et la rotation R2 de centre B et

d’angle θ2, avec θ1 − θ2 = π. Soient M , M ′ et M ′′ d’affixes respectives z, z′ et z′′ telles que
R1(M) = M ′ et R2(M) = M ′′. Déterminer l’ensemble des points M(z) pour lesquels M ,
M ′ et M ′′ sont alignés.

English translation

• In C consider the equation (Em) : z2 − (m+m) z +mm+ i (m−m) + 1 = 0, where m ∈ C∗.

(1)(a) Check that the discriminant of (Em) can be written ∆ = (m−m+ 2i)2.
(b) Solve the equation (Em).

(2) In the complex plane with orthonormal frame (O, u⃗, v⃗), consider the points A(m), B(m),
C(m− i) and D(m+ i).

(a) Show that A, B, C and D are collinear.
(b) Let R1 be the rotation with centre A and angle θ1, and R2 the rotation with centre B

and angle θ2, where θ1 − θ2 = π. Let M , M ′ and M ′′ have affixes z, z′ and z′′ with
R1(M) = M ′ and R2(M) = M ′′. Determine the set of points M(z) for which M , M ′ and
M ′′ are collinear.

محوري وتماثل دوران 03 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ
ሒᇿاܳٺިا আॻ༟ ඔ൹ا࠯࠵࠺گ ذات B و A ඔ൹اܳٷگޚٺ ଫଊَأٺ .(O, u⃗, v⃗) ๤ཇ؇݁ٴ و ᆙᆘٷޙܾ ݁ٺأ؇݁ڎ ݁أ޺޾ ሌᇿإ ݁ྡྷފިب اܳأگڎي اৎ৊ފٺިى •

.b = 2 +
√
3 + i و a = 1− i

.๴ང৙৑ا ᄩႍၽނ আॻ༟ b اܳأگڎي اܳأڎد ا܋ٺص ቕ቉ ، b
a
=
(
1 +

√
3
)
ei

π
3 أَ۬ ݆݁ ොູگݑ (1)

B1 اܳٷگޚ۰ أن اݿྥٷٺھ و ،B1 ࠍ੆ݑ ༡ڎد .−π
6

۬ਐಱزاو و O ஼ணਵਦه اᄳᄟي R ً؇ᄴᄟوران B اܳٷگޚ۰ ݬިرة B1 ܳٺܝ݆ (2)
.(O, u⃗) గጻዧۜިر ً؇ܳྡྷފٴ۰ B اܳٷگޚ۰ ᄭᄥٔ؇ᆙᆘ

గጻዧۜިر ً؇ܳྡྷފٴ۰ M1 اܳٷگޚ۰ ᄭᄥٔ؇ᆙᆘ M ′ ܳٺܝ݆ و ،R ً؇ᄴᄟوران ؇ዛኤݬިر M1 اܳٷگޚ۰ و اৎ৊ފٺިى ݆݁ َگޚ۰ M ܳٺܝ݆ (3)
.M =M ′ ොຳ٭ت اৎ৊ފٺިى ݆݁ M اܳٷگޔ ۰༟ިᆇ୞୘ (H) ܳٺܝ݆ و .(O, u⃗)

.(H) ۰༟ި݄௵௯௫ا ሌᇿإ ོྡྷٺ݄٭؇ن B و O ඔ൹اܳٷگޚٺ أن ݆݁ ොູگݑ (a)
ި۱ M ′ اܳٷگޚ۰ ࠍ੆ݑ أن ඔّ൹ً .r > 0 ۋ٭ت z = reiθ ࠍ੆گ۳؇ و ،M ̸= O اৎ৊ފٺިى، ݆݁ َگޚ۰ M ܳٺܝ݆ (b)
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.(H) ۰༟ި݄௵௯௫ا ሌᇿإ M اܳٷگޚ۰ ོྡྷٺ݄޶ ؇۳ܹ༥أ ݆݁ มฆܳا θ ڢࡗࡲ ༡ڎد ቕ቉ ،z′ = rei(
π
6
−θ)

༡ڎد ቕ቉ ،(H) ۰༟ި݄௵௯௫ا ሌᇿإ ོྡྷٺ݄޶ M ೑಻Ⴄ၍ إذا ڣگޔ و إذا ݁ފٺگ٭݄٭۰ ّܝިن O و B ،M اܳٷگޔ أن ඔّ൹ً (c)
.(H) ۰༟ި݄௵௯௫ا

Traduction française

• Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct (O, u⃗, v⃗). On considère les points
A et B d’affixes respectives a = 1− i et b = 2 +

√
3 + i.

(1) Vérifier que b

a
=
(
1 +

√
3
)
ei

π
3 , puis écrire b sous forme exponentielle.

(2) Soit B1 l’image de B par la rotation R de centre O et d’angle −π
6

. Déterminer l’affixe de B1,
et en déduire que B1 est le symétrique de B par rapport à l’axe (O, u⃗).

(3) Soit M un point du plan, M1 son image par R, et M ′ le symétrique de M1 par rapport à l’axe
(O, u⃗). Soit (H) l’ensemble des points M tels que M =M ′.

(a) Vérifier que O et B appartiennent à (H).
(b) Soit M ̸= O d’affixe z = reiθ avec r > 0. Montrer que l’affixe de M ′ est z′ = rei(

π
6
−θ), puis

déterminer les valeurs de θ pour lesquelles M appartient à (H).
(c) Montrer que M , B et O sont alignés si et seulement si M appartient à (H), puis déterminer

(H).

English translation

• The complex plane is referred to a direct orthonormal frame (O, u⃗, v⃗). Consider the points A
and B with affixes a = 1− i and b = 2 +

√
3 + i.

(1) Check that b
a
=
(
1 +

√
3
)
ei

π
3 , then write b in exponential form.

(2) Let B1 be the image of B under the rotation R with centre O and angle −π
6

. Determine the
affix of B1, and deduce that B1 is the reflection of B in the axis (O, u⃗).

(3) Let M be a point of the plane, M1 its image under R, and M ′ the reflection of M1 in the axis
(O, u⃗). Let (H) be the set of points M with M =M ′.

(a) Check that O and B belong to (H).
(b) Let M ̸= O have affix z = reiθ with r > 0. Show that the affix of M ′ is z′ = rei(

π
6
−θ), then

find the values of θ for which M belongs to (H).
(c) Show that M , B and O are collinear if and only if M belongs to (H), then determine (H).

أطوال ومجموع دورانات متتالية 04 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ
(Rn) اᄴᄟوران ଫଊَأٺ ،N∗ ݆݁ n ܳ٭ܝ݆ .(O, e⃗1, e⃗2) ๤ཇ؇݁ٴ و ᆙᆘٷޙܾ ݁ٺأ؇݁ڎ ݁أ޺޾ ሌᇿإ ݁ྡྷފިب (P ) اܳأگڎي اৎ৊ފٺިى •

.(∀M ∈ (P )) , Rn(M) =Mn َݯؕ و ؛ π
2n

دوراَ۬ ل۰ زاو و 1 ا࠯࠵࠺ݑ ذات B اܳٷگޚ۰ ஼ணਵਦه اᄳᄟي
.(∀M ∈ (P )) , R−1

n+1 (Mn) = Rn+1(M) أن ݆݁ ොູگݑ (1)
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أَ۬ و MnMn+1

BM
= 2 sin

( π

2n+2

) :؇਍ಱᄴᄟ B اܳٷگޚ۰ ෛູ؇ܳژ (P ) ݆݁ M َگޚ۰ ႟ၽܳ أَ۬ اݿྥٷٺھ (2)
.(−−→BM,

−−−−−−→
MnMn+1

)
≡
(

3

2n+2
− 1

2

)
π [2π]

.k ∈ {2, 3, · · · , n+ 2} ႟ၽܳ Ok = Rk(O) ۋ٭ت ،φn =
n+2∑
k=2

OOk َݯؕ (3)
.(∀α ∈

[
0, π3

])
,
α

2
≤ sin(α) ≤ α أن ඔّ൹ً (a)

.π
4
≤ L ≤ π

2
ොູگݑ L ؇ዛውᚬ؇ዛኡ أن و ݁ٺگ؇ر۰ً، (φn)n∈N∗ اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن ඔّ൹ً (b)

Traduction française

• Le plan complexe (P ) est rapporté à un repère orthonormé direct (O, e⃗1, e⃗2). Pour n ∈ N∗, soit
(Rn) la rotation de centre B d’affixe 1 et d’angle π

2n
; on pose Rn(M) =Mn pour tout M ∈ (P ).

(1) Vérifier que (∀M ∈ (P )) , R−1
n+1 (Mn) = Rn+1(M).

(2) En déduire que pour tout point M ̸= B : MnMn+1

BM
= 2 sin

( π

2n+2

)
et
(−−→
BM,

−−−−−−→
MnMn+1

)
≡(

3

2n+2
− 1

2

)
π [2π].

(3) On pose φn =
n+2∑
k=2

OOk, où Ok = Rk(O) pour k ∈ {2, 3, · · · , n+ 2}.

(a) Montrer que
(
∀α ∈

[
0, π3

])
,
α

2
≤ sin(α) ≤ α.

(b) Montrer que (φn)n∈N∗ converge et que sa limite L vérifie π

4
≤ L ≤ π

2
.

English translation

• The complex plane (P ) is referred to a direct orthonormal frame (O, e⃗1, e⃗2). For n ∈ N∗, let
(Rn) be the rotation with centre B of affix 1 and angle π

2n
; put Rn(M) =Mn for every M ∈ (P ).

(1) Check that (∀M ∈ (P )) , R−1
n+1 (Mn) = Rn+1(M).

(2) Deduce that for every point M ̸= B: MnMn+1

BM
= 2 sin

( π

2n+2

)
and

(−−→
BM,

−−−−−−→
MnMn+1

)
≡(

3

2n+2
− 1

2

)
π [2π].

(3) Put φn =

n+2∑
k=2

OOk, where Ok = Rk(O) for k ∈ {2, 3, · · · , n+ 2}.

(a) Show that
(
∀α ∈

[
0, π3

])
,
α

2
≤ sin(α) ≤ α.

(b) Show that (φn)n∈N∗ converges and that its limit L satisfies π
4
≤ L ≤ π

2
.

واستقامية وسيط ذات معادلة 05 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ
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(E) : z2−(1+i)(ω+2i)z+i(ω+2i)2 = :ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଫଊَأٺ .(O, u⃗, v⃗) ๤ཇ؇݁ٴ ᆙᆘٷޙܾ ݁ٺأ؇݁ڎ ݁أ޺޾ ሌᇿإ ݁ྡྷފިب اৎ৊ފٺިى •
.ω = 0 ؜ٷڎ݁؇ ۋگ٭گ٭؇ لܝިن اᄳᄟي اࠍ੆ܭ ި۱ z2 ۋ٭ت ،(E) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ঌॻ੆ࠍ z2 و z1 ًـ ਲ਼ਦߖߵ .ω ∈ C ۋ٭ت ،0

.∆ = ((1− i)(ω + 2i))2 ႟ၽاܳލ আॻ༟ لܝٺص (E) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଩ଃᆙᆘ أن ඔّ൹ً (a)(1)
.(E) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل اݿྥٷٺھ (b)

. ⇐⇒ |ω| = 2 ݁ފٺگ٭݄٭۰ M و B ،A اܳٷگޔ أن ඔّ൹ً .M(−2 + 2i) و B(z2) ،A(z1) اܳٷگޔ ଫଊَأٺ ،ঌॻل ڣ٭݄؇ (2)
.π
2

۬ਐಱزاو و M ஼ணਵਦه اᄳᄟي اᄴᄟوران R ܳ٭ܝ݆ .|ω| ̸= 2 أن َڰଫଐض (3)
.z′ = i · z + 4i ሒሃ R ᄴፁዧوران اܳأگڎل۰ اܳݱ٭؞۰ أن ඔّ൹ً (a)

.R ً؇ᄴᄟوران A ݬިرة C اܳٷگޚ۰ ࠍ੆ݑ ༡ڎد (b)
.(BC) ⊥ (AD) و BC = AD أن ඔّ൹ً .R ً؇ᄴᄟوران B ݬިرة D ܳٺܝ݆ (c)

Traduction française

• Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct (O, u⃗, v⃗). On considère l’équation (E) :

z2− (1+ i)(ω+2i)z+ i(ω+2i)2 = 0, où ω ∈ C. On note z1 et z2 les solutions de (E), z2 désignant
celle qui est réelle lorsque ω = 0.

(1)(a) Montrer que le discriminant de (E) s’écrit ∆ = ((1− i)(ω + 2i))2.
(b) En déduire les solutions de (E).

(2) Dans la suite, on considère les points A(z1), B(z2) et M(−2 + 2i). Montrer que A, B et M
sont alignés ⇐⇒ |ω| = 2.

(3) On suppose |ω| ̸= 2. Soit R la rotation de centre M et d’angle π

2
.

(a) Montrer que l’écriture complexe de R est z′ = i · z + 4i.
(b) Déterminer l’affixe du point C, image de A par R.
(c) Soit D l’image de B par R. Montrer que BC = AD et (BC) ⊥ (AD).

English translation

• The plane is referred to a direct orthonormal frame (O, u⃗, v⃗). Consider the equation (E) :

z2 − (1 + i)(ω + 2i)z + i(ω + 2i)2 = 0, where ω ∈ C. Let z1 and z2 denote its solutions, z2 being
the one that is real when ω = 0.

(1)(a) Show that the discriminant of (E) can be written ∆ = ((1− i)(ω + 2i))2.
(b) Deduce the solutions of (E).

(2) In what follows consider the points A(z1), B(z2) and M(−2 + 2i). Show that A, B and M

are collinear ⇐⇒ |ω| = 2.
(3) Assume |ω| ̸= 2. Let R be the rotation with centre M and angle π

2
.

(a) Show that the complex form of R is z′ = i · z + 4i.
(b) Determine the affix of C, the image of A under R.
(c) Let D be the image of B under R. Show that BC = AD and (BC) ⊥ (AD).
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الساقين متساوي قائم ومثلث مكعبة جذور 06 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

الأول الجزء

.a ∈ C ۋ٭ت ،(Ea) : z
2 − (3a− 2i)z + 2a2 − 4ai = 0 :ᄭᄟأ؇دৎ৊ا C ۰༟ި݄௵௯௫ا ሒᇭ ଫଊَأٺ •
.(Ea) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଩ଃᆙᆘ ި۱ ∆ ۋ٭ت ،∆ = (a+ 2i)2 أن ඔّ൹ً (a)(1)

.(Ea) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ۰༟ިᆇ୞୘ اݿྥٷٺھ (b)
.|z1| < |z2| ොຳ٭ت ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ঌॻ༡ z2 و z1 ܳ٭ܝ݆ و ،a = 1 + i أن َڰଫଐض اܳފޝال، ۱ڍا ሒᇭ (2)

.z31 + z2 = 0 أَ۬ ݆݁ ොູگݑ ቕ቉ ،มจܹټৎ৊ا ႟ၽاܳލ আॻ༟ z2 و z1 ا܋ٺص (a)
.z2 ይዧأڎد اည৊ܝأٴ۰ اࠍ੊ڍور اࠍଫଊ᛻੊ي ႟ၽاܳލ আॻ༟ اݿྥٷٺھ (b)

الثاني الجزء

J(zJ = 2a) ،I(zI = i) اܳٷگޔ ଫଊَأٺ .(O, e⃗1, e⃗2) ๤ཇ؇݁ٴ و ᆙᆘٷޙܾ ݁ٺأ؇݁ڎ ݁أ޺޾ ሌᇿإ ݁ྡྷފިب (P ) اܳأگڎي اৎ৊ފٺިى •
.K(zK = a− 2i) و

.a ∈ iR Ⴄ၍ن إذا ڣگޔ و إذا ݁ފٺگ٭݄٭۰ K و J و I اܳٷگޔ أن ඔّ൹ً (1)
و ل۰ اෑෂاو ቕሶ؇ڢ JKH اৎ৊ټܹت لܝިن ොຳ٭ت H اܳٷگޚ۰ ๲དྷྡྷཹ ،IJK اৎ৊ټܹت ༠؇رج .a /∈ iR أن َڰଫଐض ،ঌॻل ڣ٭݄؇ (2)

.H اܳٷگޚ۰ ሒᇭ ඔ൹اܳފ؇ڢ ݁ྥފ؇وي
.zH =

(3 + i)a− 2− 2i

2
أو zH =

(3− i)a+ 2− 2i

2
႟ၽاܳލ আॻ༟ لܝٺص H اܳٷگޚ۰ ࠍ੆ݑ أن ඔّ൹ً (a)

ਵਦًأ؇. IJHK ሒᇼ؇ًීෂا لܝިن ؇۳ܹ༥أ ݆݁ มฆܳا a ڢࡗࡲ اݿྥٷٺھ (b)
Traduction française

Première partie

• On considère dans C l’équation (Ea) : z
2 − (3a− 2i)z + 2a2 − 4ai = 0, où a ∈ C.

(1)(a) Montrer que ∆ = (a+ 2i)2, où ∆ est le discriminant de (Ea).
(b) En déduire l’ensemble des solutions de (Ea).

(2) On suppose a = 1 + i ; soient z1 et z2 les solutions avec |z1| < |z2|.
(a) Écrire z1 et z2 sous forme trigonométrique, puis vérifier que z31 + z2 = 0.
(b) En déduire, sous forme algébrique, les racines cubiques de z2.

Deuxième partie
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• Le plan complexe (P ) est rapporté à un repère orthonormé direct (O, e⃗1, e⃗2). On considère
I(zI = i), J(zJ = 2a) et K(zK = a− 2i).

(1) Montrer que I, J et K sont alignés si et seulement si a ∈ iR.
(2) On suppose a /∈ iR. À l’extérieur du triangle IJK, on construit le point H tel que le triangle

JKH soit rectangle isocèle en H.

(a) Montrer que l’affixe de H s’écrit zH =
(3− i)a+ 2− 2i

2
ou zH =

(3 + i)a− 2− 2i

2
.

(b) En déduire les valeurs de a pour lesquelles IJHK est un carré.

English translation

Part One

• Consider in C the equation (Ea) : z
2 − (3a− 2i)z + 2a2 − 4ai = 0, where a ∈ C.

(1)(a) Show that ∆ = (a+ 2i)2, where ∆ is the discriminant of (Ea).
(b) Deduce the solution set of (Ea).

(2) Assume a = 1 + i; let z1 and z2 be the solutions with |z1| < |z2|.
(a) Write z1 and z2 in trigonometric form, then check that z31 + z2 = 0.
(b) Deduce, in algebraic form, the cube roots of z2.

Part Two

• The complex plane (P ) is referred to a direct orthonormal frame (O, e⃗1, e⃗2). Consider I(zI = i),
J(zJ = 2a) and K(zK = a− 2i).

(1) Show that I, J and K are collinear if and only if a ∈ iR.
(2) Assume a /∈ iR. Outside the triangle IJK, construct the point H such that the triangle JKH

is right-angled and isosceles at H.

(a) Show that the affix of H can be written zH =
(3− i)a+ 2− 2i

2
or zH =

(3 + i)a− 2− 2i

2
.

(b) Deduce the values of a for which IJHK is a square.

أقصى ومحيط ودوران تحاك 07 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ
.θ ∈ ]0, π[ ۋ٭ت ،(Eθ) : 2z

2 − 2eiθz + i sin(θ)eiθ = 0 :ᄭᄟأ؇دৎ৊ا C ۰༟ި݄௵௯௫ا ሒᇭ ଫଊَأٺ •
.มจܹټৎ৊ا ႟ၽاܳލ আॻ༟ ؇ୖ୒ߺࠊ༡ ا܋ٺص ቕ቉ اࠍ੆ܭ، ਵਦا༡ܭ ଫଊ݁زا (Eθ) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ܭ (1)

،J(−1) ،I(1) ،M(eiθ) اܳٷگޔ ଫଊَأٺ .(O, e⃗1, e⃗2) ๤ཇ؇݁ٴ و ᆙᆘٷޙܾ ݁ٺأ؇݁ڎ ݁أ޺޾ ሌᇿإ ݁ྡྷފިب (P ) اܳأگڎي اৎ৊ފٺިى (2)
.−π

2
۬ਐಱزاو و M ஼ணਵਦه اᄳᄟي اᄴᄟوران r و ،2 ૭૙ྟٺ۬ و M ஼ணਵਦه اᄳᄟي ሒᆞ؇༲اܳٺ h ܳ٭ܝ݆ و .M2(z2) و M1(z1)

.(M1M2) اৎ৊ފٺگࡗࡲ لިازي (IJ) اৎ৊ފٺگࡗࡲ أن اݿྥٷٺھ ቕ቉ ،M ሒᇭ ل۰ اෑෂاو ቕሶ؇ڢ MIJ اৎ৊ټܹت أن ඔّ൹ً (a)
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.h(M2) = J و h(M1) = I أن ඔّ൹ً i. (b)
݁ފٺگ٭݄٭۰. r(I) و J و M اܳٷگޔ أن ඔّ൹ً ii.

.eiθ + 1

eiθ − 1
∈ iR أن اݿྥٷٺھ iii.

ل؇. ڢݱި MIJ اৎ৊ټܹت ො੼٭ޔ لܝިن ؇۳ܹ༥أ ݆݁ มฆܳا θ ڢࡗࡲ ༡ڎد (c)
Traduction française

• On considère dans C l’équation (Eθ) : 2z
2 − 2eiθz + i sin(θ)eiθ = 0, où θ ∈ ]0, π[.

(1) Résoudre (Eθ) en détaillant les étapes, puis écrire ses solutions sous forme trigonométrique.
(2) Le plan complexe (P ) est rapporté à un repère orthonormé direct (O, e⃗1, e⃗2). On considère

M(eiθ), I(1), J(−1), M1(z1) et M2(z2). Soient h l’homothétie de centre M et de rapport 2, et
r la rotation de centre M et d’angle −π

2
.

(a) Montrer que le triangle MIJ est rectangle en M , puis en déduire que (IJ) est parallèle à
(M1M2).

(b) i. Montrer que h(M1) = I et h(M2) = J .
ii. Montrer que M , J et r(I) sont alignés.

iii. En déduire que eiθ + 1

eiθ − 1
∈ iR.

(c) Déterminer les valeurs de θ pour lesquelles le périmètre du triangle MIJ est maximal.

English translation

• Consider in C the equation (Eθ) : 2z
2 − 2eiθz + i sin(θ)eiθ = 0, where θ ∈ ]0, π[.

(1) Solve (Eθ), showing the steps, then write its solutions in trigonometric form.
(2) The complex plane (P ) is referred to a direct orthonormal frame (O, e⃗1, e⃗2). Consider M(eiθ),

I(1), J(−1), M1(z1) and M2(z2). Let h be the homothety with centre M and ratio 2, and r

the rotation with centre M and angle −π
2

.

(a) Show that the triangle MIJ is right-angled at M , then deduce that (IJ) is parallel to
(M1M2).

(b) i. Show that h(M1) = I and h(M2) = J .
ii. Show that M , J and r(I) are collinear.

iii. Deduce that e
iθ + 1

eiθ − 1
∈ iR.

(c) Determine the values of θ for which the perimeter of the triangle MIJ is maximal.

الدوران بواسطة وتعامد استقامية 08 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ
.(Fm) : m2z2 +m3z + 1− im2 = 0 :ᄭᄟأ؇دৎ৊ا C ሒᇭ ଫଊَأٺ ݁ٷأڎم، ଫଃ༚ ؜گڎل؇ ༟ڎدا m ܳ٭ܝ݆ •

.∆ = m2
(
m2 + 2i

)2 ႟ၽاܳލ আॻ༟ لܝٺص (Fm) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଩ଃᆙᆘ أن ݆݁ ොູگݑ (a)(1)
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.(Fm) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل أ؜ޔ (b)
،A
(
zA = −m

2 + i

m

)
اܳٷگޔ ଫଊَأٺ .(O, e⃗1, e⃗2) ๤ཇ؇݁ٴ و ᆙᆘٷޙܾ ݁ٺأ؇݁ڎ ݁أ޺޾ ሌᇿإ ݁ྡྷފިب (P ) اܳأگڎي اৎ৊ފٺިى (2)

.M(zM = m) و B
(
zB =

i

m

)
.m− zA
m− zB

∈ R ⇐⇒ arg(m) ≡ ±π
4
[π] أن ඔّ൹ً (a)

݁ފٺگ٭݄٭۰. M و B و A اܳٷگޔ ّܝިن ොຳ٭ت M(m) اܳٷگޔ ۰༟ިᆇ୞୘ اݿྥٷٺھ (b)
.r−1(M) = B′ و r(M) =M ′ ،r(A) = A′ َݯؕ .π

2
۬ਐಱزاو و B ஼ணਵਦه اᄳᄟي اᄴᄟوران r ܳ٭ܝ݆ (3)

.B′ و A′ ඔ൹اܳٷگޚٺ ݆݁ ႟၍ ࠍ੆ݑ ༡ڎد (a)
.[B′M ′] اܳگޚأ۰ ݁ٷٺݱژ ሒሃ B أن ඔّ൹ً (b)

(BI) ⊥ (A′B′) أَ۬ اݿྥٷٺھ ቕ቉ ،zB′ − zA′

zB − zI
∈ iR أن أཿྟب ࠍ੆گ۳؇. zI و [AM ] اܳگޚأ۰ ݁ٷٺݱژ I ܳ٭ܝ݆ (c)

.A′B′ = 2BI و
Traduction française

• Soit m un nombre complexe non nul ; on considère dans C l’équation (Fm) : m2z2 +m3z + 1−
im2 = 0.

(1)(a) Vérifier que le discriminant de (Fm) s’écrit ∆ = m2
(
m2 + 2i

)2.
(b) Donner les solutions de (Fm).

(2) Le plan complexe (P ) est rapporté à un repère orthonormé direct (O, e⃗1, e⃗2). On considère

A

(
zA = −m

2 + i

m

)
, B

(
zB =

i

m

)
et M(zM = m).

(a) Montrer que m− zA
m− zB

∈ R ⇐⇒ arg(m) ≡ ±π
4
[π].

(b) En déduire l’ensemble des points M(m) tels que A, B et M soient alignés.
(3) Soit r la rotation de centre B et d’angle π

2
. On pose r(A) = A′, r(M) =M ′ et r−1(M) = B′.

(a) Déterminer les affixes de A′ et B′.
(b) Montrer que B est le milieu du segment [B′M ′].

(c) Soit I le milieu de [AM ] et zI son affixe. Établir que zB′ − zA′

zB − zI
∈ iR, puis en déduire que

(BI) ⊥ (A′B′) et A′B′ = 2BI.

English translation

• Let m be a non-zero complex number; consider in C the equation (Fm) : m2z2+m3z+1−im2 =

0.

(1)(a) Check that the discriminant of (Fm) can be written ∆ = m2
(
m2 + 2i

)2.
(b) Give the solutions of (Fm).

(2) The complex plane (P ) is referred to a direct orthonormal frame (O, e⃗1, e⃗2). Consider

A

(
zA = −m

2 + i

m

)
, B

(
zB =

i

m

)
and M(zM = m).

(a) Show that m− zA
m− zB

∈ R ⇐⇒ arg(m) ≡ ±π
4
[π].

(b) Deduce the set of points M(m) for which A, B and M are collinear.
(3) Let r be the rotation with centre B and angle π

2
. Put r(A) = A′, r(M) =M ′ and r−1(M) =
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B′.
(a) Determine the affixes of A′ and B′.
(b) Show that B is the midpoint of the segment [B′M ′].

(c) Let I be the midpoint of [AM ] with affix zI . Prove that zB
′ − zA′

zB − zI
∈ iR, then deduce that

(BI) ⊥ (A′B′) and A′B′ = 2BI.

نقط ومجموعة الوحدة جذور 09 مسألة
١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

.R2 ݆݁ (a, b) ܳ٭ܝ݆ و ،(O, e⃗1, e⃗2) ๤ཇ؇݁ٴ و ᆙᆘٷޙܾ ݁ٺأ؇݁ڎ ݁أ޺޾ ሌᇿإ ݁ྡྷފިب (P ) اৎ৊ފٺިى •
.(E) : 2z2 − 4az + 2a2 +

(
1 + i

√
3
)
b2 = 0 :ᄭᄟأ؇دৎ৊ا C ሒᇭ ଫଊَأٺ و ،ab ̸= 0 أن َڰଫଐض ،ঌॻل ڣ٭݄؇ (1)

.(E) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ u = a+ b

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
أن ݆݁ ොູگݑ (a)

.(E) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ۰༟ިᆇ୞୘ اݿྥٷٺھ (b)
.มจܹټৎ৊ا ႟ၽاܳލ আॻ༟ v − u ا܋ٺص ቕ቉ ،|u|2 + |v|2 = 2|a+ ib|2 أن ݆݁ ොູگݑ (c)

.v و u و a− b و b و a ሒᇿاܳٺިا আॻ༟ أࠍ੆؇ڢ۳؇ มฆܳا (P ) ݆݁ َگޔ ᆇᅴݴ V و U و E و B و A ܳٺܝ݆ (d)
݁ފٺگ٭݄٭۰. V و U و A اܳٷگޔ أن ඔّ൹ً i.

݁ٺأ؇݁ڎان. (EV ) و (EU) ඔ൹݄ފٺگ٭ৎ৊ا أن ඔّ൹ً ii.
.V و U ඔ൹اܳٷگޚٺ ૰૙৕৑؇ء ۱ٷڎݿ٭۰ لگ۰ ޗݠ أ؜ޔ ،B و A ඔ൹اܳٷگޚٺ ݆݁ اَޚఈఃڢ؇ iii.

.a2 − ab+ b2 = 1 ොຳ٭ت z = a+ ib ا࠯࠵࠺ݑ ذات اৎ৊ފٺިى ݆݁ M(z) اܳٷگޔ ۰༟ިᆇ୞୘ ሒሃ (H) (2)
.؇ዛዀܹ༟ ا௱௯௫ݱܭ ۰༶اܳٷྥ٭ ۱ٷڎݿ٭؇ أوّل ቕ቉ ،M ∈ (H) =⇒

√
2

3
≤ |z| ≤

√
2 أَ۬ أཿྟب (a)

(D′) ܳ٭ܝ݆ و ،r =
√
2 ۬༟؇ނأ و j =

√
2

3
(1 + i) ا࠯࠵࠺ݑ ذات J اܳٷگޚ۰ ஼ணਵਦه اᄳᄟي اܳگݠص (D) ܳ٭ܝ݆ (b)

.(H) ⊂ ((D) ∩ (D′)) أن ඔّ൹ً .O ይዧٷگޚ۰ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ᄩᄥٔ؇ᆙᆘ
ඔ൹ّا߉ߵᄴᄟا ّگ؇ޗؕ มฆَگޚ ༡ڎد .O ይዧٷگޚ۰ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ؇ዛውܹٔ؇ᆙᆘ (C ′) و ،(D) اܳگݠص ๤ཡොູ มฆܳا (C) اᄴᄟا߉ߵة ܳٺܝ݆ (c)

.(؇݄ዛዀگ੆ࠍ ොູڎࢴࣖ لܝࠕࠫ و S و P ًـ ؇݄ୖ୒ ਲ਼ਦߖߵ) (C ′) و (C)

.(H) ஓ஄؇ٔܭ ො੼ިر ި۱ (PS) اৎ৊ފٺگࡗࡲ أن ඔّ൹ً (d)
T ܳٺܝ݆ و .π − arctan(3) ۬ਐಱزاو و O ஼ணਵਦه اᄳᄟي اᄴᄟوران r و ،1

2
૭૙ྟٺ۬ و O ஼ணਵਦه اᄳᄟي ሒᆞ؇༲اܳٺ h ܳ٭ܝ݆ (3)

.r ◦ h ً؇ܳٺޚٴ٭ݑ P و S ሒᇆݬިر Q و
.(H) ሌᇿإ ོྡྷٺ݄٭؇ن Q و T ඔ൹اܳٷگޚٺ أن ඔّ൹ً (a)
ا৙৑ݪఈఃع. ݁ٺިازي PTSQ ሒᇼ؇ًීෂا أن ඔّ൹ً (b)

Traduction française

• Le plan (P ) est rapporté à un repère orthonormé direct (O, e⃗1, e⃗2), et soit (a, b) ∈ R2.
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36 اܳأگڎل۰ ا༟৙৑ڎاد — Nombres complexes

(1) On suppose ab ̸= 0 et on considère dans C l’équation (E) : 2z2−4az+2a2+
(
1 + i

√
3
)
b2 = 0.

(a) Vérifier que u = a+ b

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
est solution de (E).

(b) En déduire l’ensemble des solutions de (E).
(c) Vérifier que |u|2 + |v|2 = 2|a+ ib|2, puis écrire v − u sous forme trigonométrique.
(d) Soient A, B, E, U et V cinq points de (P ) d’affixes respectives a, b, a− b, u et v.

i. Montrer que A, U et V sont alignés.
ii. Montrer que les droites (EU) et (EV ) sont perpendiculaires.
iii. À partir des points A et B, donner une méthode géométrique de construction des points

U et V .
(2) (H) est l’ensemble des points M(z) d’affixe z = a+ ib tels que a2 − ab+ b2 = 1.

(a) Établir que M ∈ (H) =⇒
√

2

3
≤ |z| ≤

√
2, puis interpréter géométriquement.

(b) Soit (D) le disque de centre J d’affixe j =

√
2

3
(1 + i) et de rayon r =

√
2, et (D′) son

symétrique par rapport à O. Montrer que (H) ⊂ ((D) ∩ (D′)).
(c) Soit (C) le cercle bordant le disque (D), et (C ′) son symétrique par rapport à O. Déterminer

les deux points d’intersection de (C) et (C ′) (notés P et S ; il suffit de déterminer leurs
affixes).

(d) Montrer que la droite (PS) est un axe de symétrie de (H).

(3) Soient h l’homothétie de centre O et de rapport 1

2
, et r la rotation de centre O et d’angle

π − arctan(3). Soient T et Q les images de S et P par r ◦ h.
(a) Montrer que T et Q appartiennent à (H).
(b) Montrer que le quadrilatère PTSQ est un parallélogramme.

English translation

• The plane (P ) is referred to a direct orthonormal frame (O, e⃗1, e⃗2), and let (a, b) ∈ R2.

(1) Assume ab ̸= 0 and consider in C the equation (E) : 2z2 − 4az + 2a2 +
(
1 + i

√
3
)
b2 = 0.

(a) Check that u = a+ b

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
is a solution of (E).

(b) Deduce the solution set of (E).
(c) Check that |u|2 + |v|2 = 2|a+ ib|2, then write v − u in trigonometric form.
(d) Let A, B, E, U and V be five points of (P ) with affixes a, b, a− b, u and v respectively.

i. Show that A, U and V are collinear.
ii. Show that the lines (EU) and (EV ) are perpendicular.
iii. Starting from A and B, give a geometric construction of U and V .

(2) (H) is the set of points M(z) with affix z = a+ ib such that a2 − ab+ b2 = 1.

(a) Prove that M ∈ (H) =⇒
√

2

3
≤ |z| ≤

√
2, then interpret the result geometrically.

(b) Let (D) be the disc with centre J of affix j =
√

2

3
(1 + i) and radius r =

√
2, and (D′) its

symmetric with respect to O. Show that (H) ⊂ ((D) ∩ (D′)).
(c) Let (C) be the circle bounding (D), and (C ′) its symmetric with respect to O. Determine

the two intersection points of (C) and (C ′) (call them P and S; it is enough to give their
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affixes).
(d) Show that the line (PS) is an axis of symmetry of (H).

(3) Let h be the homothety with centre O and ratio 1

2
, and r the rotation with centre O and

angle π − arctan(3). Let T and Q be the images of S and P under r ◦ h.
(a) Show that T and Q belong to (H).
(b) Show that the quadrilateral PTSQ is a parallelogram.

المبدأ في قائم ومثلث نقط مجموعة 10 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ
.m ∈ C ۋ٭ت ،(Em) : z2 − 2mz − 2(1 + i) = 0 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا C ۰༟ި݄௵௯௫ا ሒᇭ ଫଊَأٺ •

.(Ei
√
2

) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا C ۰༟ި݄௵௯௫ا ሒᇭ ༡ܭ (a)(1)
ఈః༡ z2 و z1 ۋ٭ت ،O اܳٷگޚ۰ ሒᇭ ل۰ اෑෂاو ቕሶ؇ڢ ݁ټܹټ؇ ّܝިنّ M2(z2) و M1(z1) و O اܳٷگޔ أن ݆݁ ොູگݑ (b)

.(Ei
√
2

) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا
.(Em) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ఈః༡ z2 و z1 ۋ٭ت ،M2(z2) و M1(z1) ،N(m2) ،M(m) اܳٷگޔ اܳأگڎي اৎ৊ފٺިى ሒᇭ ܳٺܝ݆ (2)

.O اܳٷگޚ۰ ሒᇭ ل۰ اෑෂاو ቕሶ؇ڢ OM1M2 اৎ৊ټܹت لܝިن ؇۳ܹ༥أ ݆݁ มฆܳا M(m) اܳٷگޔ ۰༟ިᆇ୞୘ (Γ) ܳٺܝ݆ و
.(Em) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ଩ଃᆙᆘ ި۱ ∆ ۋ٭ت ، ⇐⇒ 4

∣∣m2
∣∣ = |∆| (O ሒᇭ ل۰ اෑෂاو ቕሶ؇ڢ OM1M2 (اৎ৊ټܹت أن: ඔّ൹ً (a)

.(m = x+ iy (ًިݪؕ M(x, y) ∈ (Γ) ⇐⇒ x2 − y2 + 2xy + 2 = 0 أن ඔّ൹ً (b)
ඔ൹اܳٷگޚٺ ૰૙৕৑؇ء ۱ٷڎݿ٭۰ لگ۰ ޗݠ أ؜ޔ ቕ቉ ݁ފٺޚ٭ܭ، OM1NM2 ሒᇼ؇ًීෂا ڣ؆ن M(m) ∈ (Γ) ೑಻Ⴄ၍ إذا أَ۬ ඔّ൹ً (c)

݁أߺࠊ۰݁. z1 اܳأگڎي اܳأڎد ᆇᅦڎة ّܝިن ොຳ٭ت M2 و M1

Traduction française

• On considère dans C l’équation (Em) : z2 − 2mz − 2(1 + i) = 0, où m ∈ C.

(1)(a) Résoudre dans C l’équation
(
Ei

√
2

)
.

(b) Vérifier que les points O, M1(z1) et M2(z2) forment un triangle rectangle en O, où z1 et z2
sont les solutions de

(
Ei

√
2

)
.

(2) Dans le plan complexe, soient M(m), N(m2), M1(z1) et M2(z2), où z1 et z2 sont les solutions
de (Em). Soit (Γ) l’ensemble des points M(m) pour lesquels le triangle OM1M2 est rectangle
en O.

(a) Montrer que : (le triangle OM1M2 est rectangle en O) ⇐⇒ 4
∣∣m2

∣∣ = |∆|, où ∆ est le
discriminant de (Em).

(b) Montrer que M(x, y) ∈ (Γ) ⇐⇒ x2 − y2 + 2xy + 2 = 0 (en posant m = x+ iy).
(c) Montrer que si M(m) ∈ (Γ) alors le quadrilatère OM1NM2 est un rectangle, puis donner

une méthode géométrique de construction de M1 et M2 connaissant un argument de z1.

English translation
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• Consider in C the equation (Em) : z2 − 2mz − 2(1 + i) = 0, where m ∈ C.

(1)(a) Solve in C the equation
(
Ei

√
2

)
.

(b) Check that the points O, M1(z1) and M2(z2) form a triangle right-angled at O, where z1
and z2 are the solutions of

(
Ei

√
2

)
.

(2) In the complex plane let M(m), N(m2), M1(z1) and M2(z2), where z1 and z2 are the solutions
of (Em). Let (Γ) be the set of points M(m) for which the triangle OM1M2 is right-angled at
O.

(a) Show that: (the triangle OM1M2 is right-angled at O) ⇐⇒ 4
∣∣m2

∣∣ = |∆|, where ∆ is the
discriminant of (Em).

(b) Show that M(x, y) ∈ (Γ) ⇐⇒ x2 − y2 + 2xy + 2 = 0 (setting m = x+ iy).
(c) Show that if M(m) ∈ (Γ) then the quadrilateral OM1NM2 is a rectangle, then give a

geometric construction of M1 and M2 when an argument of z1 is known.
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3 ا௱௯௫ިر
الجبرية البنيات

Structures algébriques • Algebraic structures

وقوىمصفوفة المصفوفات من جسم 01 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

۰༟ި݄௵௯௫ا ଫଊَأٺ و ،J =

(
0 1

−2 2

)
،I =

(
1 0

0 1

)
،O =

(
0 0

0 0

)
َݯؕ: M2(R) اৎ৊ݠًأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ۰༟ިᆇ୞୘ ሒᇭ •

.F =

{
M(a, b) =

(
a b

−2b a+ 2b

)
/ (a, b) ∈ R2

}
:۰ਃಮݞ੊اࠍ

ًأڎه. و ᄩᄟ أݿ؇ݿ؇ ༡ڎد ቕ቉ ۋگ٭ࠔࠫ، ݁ٺ۳۠޶ ڣݯ؇ء (F,+, ·) أن ඔّ൹ً (1)
.(M2(R),×) ݆݁ ݁ފٺگݠ ඹජء F أن ඔّ൹ً (2)

ً؇ৎ৊ݱڰިڣ۰ (a, b) ∈ R2 ۋ٭ت z = a+ ib ؜گڎي ༟ڎد ႟၍ ߌߵًޔ اᄳᄟي و ،F ިොຶ C ݆݁ اৎ৊أݠف φ اܳٺޚٴ٭ݑ ଫଊَأٺ (3)
.M(a− b, b)

.(F − {O},×) ިොຶ (C∗,×) ݆݁ ႟၍؇૰૜ φ أن ඔّ൹ً (a)
.(F − {O},×) ྲྀྡྷ٭۰ اݿྥٷٺھ (b)

.(F,+,×) ྲྀྡྷ٭۰ ༡ڎد (c)
.X اৎ৊ݱڰިڣ۰ ި۱ ا௯௫௵۳ިل ۋ٭ت ،J ×X = 3J − 4I اܳٺ؇ܳ٭۰: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا F ۰༟ި݄௵௯௫ا ሒᇭ ༡ܭ (d)

.Jn = −
(√

2
)n+1 sin

(
(n− 1)π

4

)
I +

(√
2
)n sin

(nπ
4

)
J ,(∀n ∈ N∗ − {1}) أن ߓߵ۱݆ (4)

Traduction française

• Dans M2(R) on pose O =

(
0 0

0 0

)
, I =

(
1 0

0 1

)
, J =

(
0 1

−2 2

)
, et on considère F ={

M(a, b) =

(
a b

−2b a+ 2b

)
/ (a, b) ∈ R2

}
.

(1) Montrer que (F,+, ·) est un espace vectoriel réel, puis en déterminer une base et la dimension.
(2) Montrer que F est une partie stable de (M2(R),×).
(3) Soit φ l’application de C vers F qui à tout z = a+ib, (a, b) ∈ R2, associe la matrice M(a−b, b).

(a) Montrer que φ est un homomorphisme de (C∗,×) vers (F − {O},×).
(b) En déduire la structure de (F − {O},×).
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(c) Déterminer la structure de (F,+,×).
(d) Résoudre dans F l’équation J ×X = 3J − 4I, d’inconnue la matrice X.

(4) Démontrer que (∀n ∈ N∗ − {1}), Jn = −
(√

2
)n+1 sin

(
(n− 1)π

4

)
I +

(√
2
)n sin

(nπ
4

)
J .

English translation

• In M2(R) set O =

(
0 0

0 0

)
, I =

(
1 0

0 1

)
, J =

(
0 1

−2 2

)
, and consider F ={

M(a, b) =

(
a b

−2b a+ 2b

)
/ (a, b) ∈ R2

}
.

(1) Show that (F,+, ·) is a real vector space, then determine a basis and its dimension.
(2) Show that F is closed under multiplication in M2(R).
(3) Let φ be the map from C to F sending each z = a + ib with (a, b) ∈ R2 to the matrix

M(a− b, b).
(a) Show that φ is a homomorphism from (C∗,×) to (F − {O},×).
(b) Deduce the structure of (F − {O},×).
(c) Determine the structure of (F,+,×).
(d) Solve in F the equation J ×X = 3J − 4I, where the unknown is the matrix X.

(4) Prove that (∀n ∈ N∗ − {1}), Jn = −
(√

2
)n+1 sin

(
(n− 1)π

4

)
I +

(√
2
)n sin

(nπ
4

)
J .

الوحدة علىالقرص زمرة 02 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ
.G = {z ∈ C, |z| < 1} ۰༟ި݄௵௯௫ا ଫଊَأٺ •

.(∀(z, z′) ∈ G×G) , 1 + zz′ ̸= 0 أن ඔّ൹ً (1)
.z ∗ z′ = z + z′

1 + zz′
َݯؕ G×G ݆݁ (z, z′) ႟ၽܳ (2)

.(∀(z, z′) ∈ G×G) , |1 + zz′|2 − |z + z′|2 =
(
1− |z|2

) (
1− |z′|2

) أن ඔّ൹ً (a)
.G ۰༟ި݄௵௯௫ا ሒᇭ ঌॻ༠دا ܋ߵ٭ص ߙ ڢ؇َިن ∗ أن اݿྥٷٺھ (b)

ۏިا۹ً.) ጵ጑༟) G؟ ۰༟ި݄௵௯௫ا ሒᇭ ሒᇿد؇ਊಾ ∗ اܳگ؇َިن ۱ܭ (c)
ਊಾ؇دܳ٭۰. ଫଃ༚ زਵਦة (G, ∗) أن ඔّ൹ً (d)

.θ ∈ R ۋ٭ت ،Hθ =
{
z = α · eiθ, α ∈ ]− 1, 1[

} ۰༟ި݄௵௯௫ا ଫଊَأٺ (3)
.z ∗ z′ = α+ α′

1 + α · α′ · e
iθ ;(∀(α, α′) ∈ ]− 1, 1[× ]− 1, 1[) ،(∀(z, z′) ∈ Hθ ×Hθ) أن ݆݁ ොູگݑ (a)

ਊಾ؇دܳ٭۰. زਵਦة (Hθ, ∗) أن ඔّ൹ً ቕ቉ ،(G, ∗) ݆݁ ݁ފٺگݠ ඹජء Hθ أن اݿྥٷٺھ (b)
Traduction française

• On considère G = {z ∈ C, |z| < 1}.
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(1) Montrer que (∀(z, z′) ∈ G×G) , 1 + zz′ ̸= 0.

(2) Pour (z, z′) ∈ G×G on pose z ∗ z′ = z + z′

1 + zz′
.

(a) Montrer que |1 + zz′|2 − |z + z′|2 =
(
1− |z|2

) (
1− |z′|2

)
.

(b) En déduire que ∗ est une loi de composition interne dans G.
(c) La loi ∗ est-elle commutative dans G ? (Justifier.)
(d) Montrer que (G, ∗) est un groupe non commutatif.

(3) On considère Hθ =
{
z = α · eiθ, α ∈ ]− 1, 1[

}
, où θ ∈ R.

(a) Vérifier que pour tous z, z′ ∈ Hθ et α, α′ ∈ ]− 1, 1[ : z ∗ z′ = α+ α′

1 + α · α′ · e
iθ.

(b) En déduire que Hθ est une partie stable de (G, ∗), puis montrer que (Hθ, ∗) est un groupe
commutatif.

English translation

• Consider G = {z ∈ C, |z| < 1}.

(1) Show that (∀(z, z′) ∈ G×G) , 1 + zz′ ̸= 0.

(2) For (z, z′) ∈ G×G set z ∗ z′ = z + z′

1 + zz′
.

(a) Show that |1 + zz′|2 − |z + z′|2 =
(
1− |z|2

) (
1− |z′|2

)
.

(b) Deduce that ∗ is an internal composition law on G.
(c) Is the law ∗ commutative on G? (Justify your answer.)
(d) Show that (G, ∗) is a non-commutative group.

(3) Consider Hθ =
{
z = α · eiθ, α ∈ ]− 1, 1[

}
, where θ ∈ R.

(a) Check that for all z, z′ ∈ Hθ and α, α′ ∈ ]− 1, 1[: z ∗ z′ = α+ α′

1 + α · α′ · e
iθ.

(b) Deduce that Hθ is closed in (G, ∗), then show that (Hθ, ∗) is a commutative group.

العقدية الأعداد لجسم مشاكل المصفوفات من جسم 03 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

َݯؕ .H =
{
N(a, b) / (a, b) ∈ R2

} ۰༟ި݄௵௯௫ا ଫଊَأٺ و N(a, b) =

(
a b

−5b a+ 2b

)
َݯؕ R2 ݆݁ (a, b) ႟ၽܳ •

.J = N(0, 1) و I = N(1, 0)

ਊಾ؇دܳ٭۰. زਵਦة (H,+) أن ඔّ൹ً (a)(1)
.(M2(R),×) ݆݁ ݁ފٺگݠ ඹජء H أن اݿྥٷٺھ ቕ቉ ،J2 = 2J − 5I أن ඔّ൹ً (b)

.ሒᇿد؇ਊಾ ྾ཏۏ (H,+,×) أن ඔّ൹ً (c)
.2 ًأڎه ݁ٺ۳۠٭؇ ڣݯ؇ء (C,+, ·) ܳ٭ܝ݆ (2)

.(C,+, ·) ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س (1, 1 + 2i) ا๤ང৙৑ة أن ඔّ൹ً (a)
.(a, b) ∈ R2 ۋ٭ت ،z = a+ b(1 + 2i) ႟ၽاܳލ আॻ༟ وۋ٭ڎة ًܝ٭ڰ٭۰ لܝٺص z ؜گڎي ༟ڎد ႟၍ أن اݿྥٷٺھ (b)
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؜گڎي ༟ڎد ႟၍ ߌߵًޔ اᄳᄟي و ،(H,+) ިොຶ (C,+) ݆݁ اৎ৊أݠف φ اܳٺޚٴ٭ݑ ଫଊَأٺ .z = a+ b(1+2i) ܳ٭ܝ݆ (c)
.H ިොຶ C ݆݁ ঌॻً؇ّگ ႟၍؇૰૜ φ أن ඔّ൹ً .N(a, b) ً؇ৎ৊ݱڰިڣ۰ z

.(∀z, z′ ∈ C) , φ(z × z′) = φ(z)× φ(z′) أن ඔّ൹ً (d)

.φ
(
1

2
+ i

√
3

2

)
=

1

2
−

√
3

4

√
3

4

−5
√
3

4

1

2
+

√
3

4

 أَ۬ أཿྟب (a)(3)

.
[
φ

(
1

2
+ i

√
3

2

)]n
=

(
cos
(
nπ
3

)
− 1

2 sin
(
nπ
3

)
1
2 sin

(
nπ
3

)
−5

2 sin
(
nπ
3

)
cos
(
nπ
3

)
+ 1

2 sin
(
nπ
3

)) أن ඔّ൹ً ،N∗ ݆݁ n ႟ၽܳ (b)

Traduction française

• Pour (a, b) ∈ R2 on pose N(a, b) =

(
a b

−5b a+ 2b

)
et on considère H =

{
N(a, b) / (a, b) ∈ R2

}
,

avec I = N(1, 0) et J = N(0, 1).

(1)(a) Montrer que (H,+) est un groupe commutatif.
(b) Montrer que J2 = 2J − 5I, puis en déduire que H est une partie stable de (M2(R),×).
(c) Montrer que (H,+,×) est un corps commutatif.

(2) Soit (C,+, ·) l’espace vectoriel de dimension 2.
(a) Montrer que la famille (1, 1 + 2i) est une base de (C,+, ·).
(b) En déduire que tout z ∈ C s’écrit de manière unique z = a+ b(1 + 2i) avec (a, b) ∈ R2.
(c) Soit z = a + b(1 + 2i) et φ l’application de (C,+) vers (H,+) associant à z la matrice

N(a, b). Montrer que φ est un isomorphisme de C vers H.
(d) Montrer que (∀z, z′ ∈ C) , φ(z × z′) = φ(z)× φ(z′).

(3)(a) Établir que φ
(
1

2
+ i

√
3

2

)
=

1

2
−

√
3

4

√
3

4

−5
√
3

4

1

2
+

√
3

4

.

(b) Pour n ∈ N∗, montrer que
[
φ

(
1

2
+ i

√
3

2

)]n
=

(
cos
(
nπ
3

)
− 1

2 sin
(
nπ
3

)
1
2 sin

(
nπ
3

)
−5

2 sin
(
nπ
3

)
cos
(
nπ
3

)
+ 1

2 sin
(
nπ
3

)).

English translation

• For (a, b) ∈ R2 set N(a, b) =

(
a b

−5b a+ 2b

)
and consider H =

{
N(a, b) / (a, b) ∈ R2

}
, with

I = N(1, 0) and J = N(0, 1).

(1)(a) Show that (H,+) is a commutative group.
(b) Show that J2 = 2J − 5I, then deduce that H is closed in (M2(R),×).
(c) Show that (H,+,×) is a commutative field.

(2) Let (C,+, ·) be the vector space of dimension 2.
(a) Show that the family (1, 1 + 2i) is a basis of (C,+, ·).
(b) Deduce that every z ∈ C is written uniquely as z = a+ b(1 + 2i) with (a, b) ∈ R2.
(c) Let z = a + b(1 + 2i) and let φ be the map from (C,+) to (H,+) sending z to N(a, b).

Show that φ is an isomorphism from C onto H.
(d) Show that (∀z, z′ ∈ C) , φ(z × z′) = φ(z)× φ(z′).
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(3)(a) Prove that φ
(
1

2
+ i

√
3

2

)
=

1

2
−

√
3

4

√
3

4

−5
√
3

4

1

2
+

√
3

4

.

(b) For every n ∈ N∗, show that
[
φ

(
1

2
+ i

√
3

2

)]n
=

(
cos
(
nπ
3

)
− 1

2 sin
(
nπ
3

)
1
2 sin

(
nπ
3

)
−5

2 sin
(
nπ
3

)
cos
(
nπ
3

)
+ 1

2 sin
(
nπ
3

)).

مصفوفات القوىوحلقة منعدمة عناصر 04 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

الأول الجزء

.an−1 ̸= 0A و an = 0A ;(∃n ∈ N− {0, 1}) ොຳ٭ت: A ݆݁ ؜ٷ๤ཡا a ܳ٭ܝ݆ و وا༡ڎل۰ ༡ܹگ۰ (A,+,×) ܳٺܝ݆ •
.(A,+,×) اࠍ੆ܹگ۰ ሒᇭ ؇ً ݁گߺࠊ لگٴܭ ৖৑ a ๤ཡاܳأٷ أن ඔّ൹ً (1)

ොູڎࢴࣖه. ௧ਟྡྷٴ཯ (A,+,×) اࠍ੆ܹگ۰ ሒᇭ ؇ً ݁گߺࠊ لگٴܭ 1A − a ๤ཡاܳأٷ أن ඔّ൹ً (2)

الثاني الجزء

M(a, b) = َݯؕ R2 ݆݁ (a, b) ႟ၽܳ و .K =

(
1 −1

−1 1

)
و H =

(
1 1

1 1

)
ඔ൹ݱڰިڣٺৎ৊ا ଫଊَأٺ •

.M2(R) ݆݁ M =
{
M(a, b) / (a, b) ∈ R2

} ۰ਃಮݞ੊اࠍ ۰༟ި݄௵௯௫ا ଫଊَأٺ و ،
(
a+ b a− b

a− b a+ b

)

ਊಾ؇دܳ٭۰. زਵਦة (M,+) أن ඔّ൹ً (1)
.M2(R) ሒᇭ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ๤ཟܳب ً؇ܳྡྷފٴ۰ ݁ފٺگݠة M أن ඔّ൹ً (2)

ᄭᄥ݁Ⴄ၍؟ ሒሃ ۱ܭ ༡ܹگ۰. (M,+,×) أن اݿྥٷٺھ (3)
.(∀n ∈ N∗) , (M(a, b))n = 2n−1 (an ·H + bn ·K) أن ඔّ൹ً (4)

Traduction française

Première partie

• Soit (A,+,×) un anneau unitaire et a ∈ A tel que (∃n ∈ N− {0, 1}) ; an = 0A et an−1 ̸= 0A.

(1) Montrer que a n’est pas inversible dans (A,+,×).
(2) Montrer que 1A − a est inversible dans (A,+,×) et déterminer son inverse.
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Deuxième partie

• Soient H =

(
1 1

1 1

)
et K =

(
1 −1

−1 1

)
. Pour (a, b) ∈ R2 on pose M(a, b) =

(
a+ b a− b

a− b a+ b

)
,

et on considère M =
{
M(a, b) / (a, b) ∈ R2

}
.

(1) Montrer que (M,+) est un groupe commutatif.
(2) Montrer que M est stable pour le produit matriciel dans M2(R).
(3) En déduire que (M,+,×) est un anneau. Est-il intègre ?
(4) Montrer que (∀n ∈ N∗) , (M(a, b))n = 2n−1 (an ·H + bn ·K).

English translation

Part One

• Let (A,+,×) be a unital ring and a ∈ A such that (∃n ∈ N− {0, 1}); an = 0A and an−1 ̸= 0A.

(1) Show that a is not invertible in (A,+,×).
(2) Show that 1A − a is invertible in (A,+,×) and determine its inverse.

Part Two

• Let H =

(
1 1

1 1

)
and K =

(
1 −1

−1 1

)
. For (a, b) ∈ R2 set M(a, b) =

(
a+ b a− b

a− b a+ b

)
, and

consider M =
{
M(a, b) / (a, b) ∈ R2

}
.

(1) Show that (M,+) is a commutative group.
(2) Show that M is closed under matrix multiplication in M2(R).
(3) Deduce that (M,+,×) is a ring. Is it an integral domain?
(4) Show that (∀n ∈ N∗) , (M(a, b))n = 2n−1 (an ·H + bn ·K).

بعنصر مولدة جزئية زمر 05 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ
،N ݆݁ n ႟ၽܳ an+1 = an ∗ a ،a1 = a ،a0 = e َݯؕ a ∈ G ႟ၽܳ .e ا௱௯௫؇ࢴࣖ ؇۱๤ཡ؜ٷ ਊಾ؇دܳ٭۰ زਵਦة (G, ∗) ܳٺܝ݆ •
:ඔ൹݄ި؜ٺ௵௯௫ا ଫଊَأٺ .aℓ = e ොຳ٭ت ℓ ݁ٷأڎم ଫଃ༚ ௧ਤޗٴ٭ ොේ٭ں ༟ڎد ل༥ިڎ أَ۬ َڰଫଐض .(G, ∗) ሒᇭ a ᆙᆘ؇ٔܭ a−1 ܳ٭ܝ݆ و
ොේ٭ں ༟ڎد q ؕ݁ b = aq ۋ٭ت ،F =

{
x ∈ G | (∃k ∈ Z), x = bk

} و E =
{
x ∈ G | (∃k ∈ Z), x = ak

}
.1 ෛຬ؇ܳژ ݁ٷأڎم ଫଃ༚ ௧ਤޗٴ٭

.(E, ∗) ይዧݞਵਦة ۰ਃಮඹජ زਵਦة (F, ∗) أن و (G, ∗) ይዧݞਵਦة ۰ਃಮඹජ زਵਦة (E, ∗) أن ඔّ൹ً (1)
.ℓ ∧ q = 1 =⇒ E = F :ሒᇿ؇اܳٺ ا৖৑ݿٺܹݞام ඔّ൹ً (2)

Traduction française
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• Soit (G, ∗) un groupe commutatif d’élément neutre e. Pour a ∈ G on pose a0 = e, a1 = a, an+1 =

an ∗ a pour n ∈ N, et a−1 désigne le symétrique de a dans (G, ∗). On suppose qu’il existe ℓ ∈ N∗

tel que aℓ = e. On considère E =
{
x ∈ G | (∃k ∈ Z), x = ak

}
et F =

{
x ∈ G | (∃k ∈ Z), x = bk

}
,

où b = aq avec q ∈ N∗, q ̸= 1.

(1) Montrer que (E, ∗) est un sous-groupe de (G, ∗) et que (F, ∗) est un sous-groupe de (E, ∗).
(2) Montrer l’implication : ℓ ∧ q = 1 =⇒ E = F .

English translation

• Let (G, ∗) be a commutative group with identity element e. For a ∈ G set a0 = e, a1 = a,
an+1 = an ∗ a for n ∈ N, and let a−1 be the symmetric of a in (G, ∗). Assume there exists ℓ ∈ N∗

with aℓ = e. Consider E =
{
x ∈ G | (∃k ∈ Z), x = ak

}
and F =

{
x ∈ G | (∃k ∈ Z), x = bk

}
,

where b = aq with q ∈ N∗, q ̸= 1.

(1) Show that (E, ∗) is a subgroup of (G, ∗) and that (F, ∗) is a subgroup of (E, ∗).
(2) Prove the implication: ℓ ∧ q = 1 =⇒ E = F .

الظل دالة بواسطة علىمجال زمرة 06 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا )اڤרۘ
∀(x, y) ∈

]
−π

2 ,
π
2

[2)
, x ⋆ y = :ঌॻل პაႰ ⋆ ঌॻ༠اᄴᄟا اଫଐܳ܋٭ص ڢ؇َިن َأݠف ]−π

2 ,
π
2

[ ا௯௫௵؇ل ሒᇭ •
.arctan

(√
3 + tan(x) + tan(y)

)
ਊಾ؇دܳ٭۰. زਵਦة (]−π

2 ,
π
2

[
, ⋆
) أن ඔّ൹ً (1)

.f(x) = √
3 + tan(x) َݯؕ ]−π

2 ,
π
2

[ ا௯௫௵؇ل ݆݁ x ႟ၽܳ (2)
.(R,+) ިොຶ (]−π

2 ,
π
2

[
, ⋆
) ݆݁ ঌॻً؇ّگ ႟၍؇૰૜ f أن ඔّ൹ً (a)

.(]−π
2 ,

π
2

[
, ⋆
) ྲྀྡྷ٭۰ أරඝى ਵਦة اݿྥٷٺھ (b)

.(]−π
2 ,

π
2

[
, ⋆
) ݆݁ ۰ਃಮඹජ زਵਦة {arctan

(
ln(x)−

√
3
)
/ x > 0

} ۰༟ި݄௵௯௫ا أن ඔّ൹ً (c)
.n ∈ N∗ ۋ٭ت ،x(n) = x ⋆ x · · · ⋆ x︸ ︷︷ ︸

n ਵਦة
َݯؕ ]−π

2 ,
π
2

[ ا௯௫௵؇ل ݆݁ x ႟ၽܳ (3)
.n و x ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ x(n) ଫଃّأٴ ༡ڎد (a)

.x(2016) = x+
π

2017
اܳٺ؇ܳ٭۰: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ]−π

2 ,
π
2

[ ا௯௫௵؇ل ሒᇭ ༡ܭ (b)
Traduction française

• Sur
]
−π

2 ,
π
2

[
on définit la loi interne ⋆ par x ⋆ y = arctan

(√
3 + tan(x) + tan(y)

)
.

(1) Montrer que
(]
−π

2 ,
π
2

[
, ⋆
)

est un groupe commutatif.
(2) Pour x ∈

]
−π

2 ,
π
2

[
on pose f(x) =

√
3 + tan(x).

(a) Montrer que f est un isomorphisme de
(]
−π

2 ,
π
2

[
, ⋆
)

vers (R,+).
(b) En déduire de nouveau la structure de

(]
−π

2 ,
π
2

[
, ⋆
)
.

(c) Montrer que
{

arctan
(
ln(x)−

√
3
)
/ x > 0

}
est un sous-groupe de

(]
−π

2 ,
π
2

[
, ⋆
)
.
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(3) Pour x ∈
]
−π

2 ,
π
2

[
on pose x(n) = x ⋆ x · · · ⋆ x︸ ︷︷ ︸

n fois

, avec n ∈ N∗.

(a) Déterminer l’expression de x(n) en fonction de x et n.
(b) Résoudre dans

]
−π

2 ,
π
2

[
l’équation x(2016) = x+

π

2017
.

English translation

• On
]
−π

2 ,
π
2

[
define the internal law ⋆ by x ⋆ y = arctan

(√
3 + tan(x) + tan(y)

)
.

(1) Show that
(]
−π

2 ,
π
2

[
, ⋆
)

is a commutative group.
(2) For x ∈

]
−π

2 ,
π
2

[
set f(x) =

√
3 + tan(x).

(a) Show that f is an isomorphism from
(]
−π

2 ,
π
2

[
, ⋆
)

onto (R,+).
(b) Deduce again the structure of

(]
−π

2 ,
π
2

[
, ⋆
)
.

(c) Show that
{

arctan
(
ln(x)−

√
3
)
/ x > 0

}
is a subgroup of

(]
−π

2 ,
π
2

[
, ⋆
)
.

(3) For x ∈
]
−π

2 ,
π
2

[
set x(n) = x ⋆ x · · · ⋆ x︸ ︷︷ ︸

n times
, with n ∈ N∗.

(a) Determine the expression of x(n) in terms of x and n.
(b) Solve in

]
−π

2 ,
π
2

[
the equation x(2016) = x+

π

2017
.

مصفوفات وحلقة تبادلية غير زمرة 07 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

الأول الجزء

∀(x, y) ∈ G, ∀(x′, y′) ∈ G; (x, y)⊤(x′, y′) = :ঌॻل პაႰ اৎ৊أݠف ⊤ ঌॻ༠اᄴᄟا اଫଐܳ܋٭ص ًگ؇َިن G = R∗
+×R ߖ߳ود •

݁ٷأڎم. ଫଃ༚ ௧ਤޗٴ٭ ොේ٭ں ༟ڎد n ۋ٭ت ،(xx′, n
√
x y′ + x′y)

ਊಾ؇دܳ٭۰. ଫଃ༚ زਵਦة (G,⊤) أن ඔّ൹ً (1)
.H = {(1, y) / y ∈ Z} ۋ٭ت ਊಾ؇دܳ٭۰، زਵਦة (H,⊤) أن أཿྟب (2)

الثاني الجزء

.D =

{
M(x, y) =

(
n
√
x y

0 x

)
/ (x, y) ∈ G

}
۰ਃಮݞ੊اࠍ ۰༟ި݄௵௯௫ا ଫଊَأٺ •

.(M2(R),×) ݆݁ ݁ފٺگݠ ඹජء D أن ඔّ൹ً (1)
ቕ቉ ،(D,×) ިොຶ (G,⊤) ݆݁ ঌॻً؇ّگ ႟၍؇૰૜ M(x, y) ً؇ৎ৊ݱڰިڣ۰ (x, y) زوج ႟၍ ߌߵًޔ اᄳᄟي φ اܳٺޚٴ٭ݑ أن ඔّ൹ً (2)

.M(x, y) اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁گߺࠊب ො੼ڎدا (D,×) ྲྀྡྷ٭۰ اݿྥٷٺھ
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.F =
{
aI + bA / (a, b) ∈ Z2

} ۰༟ި݄௵௯௫ا ଫଊَأٺ و ،I =M(1, 0) و A =M(1, 1) َݯؕ (3)
.A2 = 2A− I أن ݆݁ ොູگݑ (a)

وا༡ڎل۰. و ਊಾ؇دܳ٭۰ ༡ܹگ۰ (F,+,×) أن ඔّ൹ً (b)
ᄭᄥ݁Ⴄ၍؟ ༡ܹگ۰ ሒሃ ۱ܭ و ۏ྾ཏ؟ (F,+,×) ۱ܭ (c)

Traduction française

Première partie

• On munit G = R∗
+ × R de la loi interne ⊤ définie par (x, y)⊤(x′, y′) = (xx′, n

√
x y′ + x′y), où

n ∈ N∗.

(1) Montrer que (G,⊤) est un groupe non commutatif.
(2) Établir que (H,⊤) est un groupe commutatif, où H = {(1, y) / y ∈ Z}.

Deuxième partie

• On considère D =

{
M(x, y) =

(
n
√
x y

0 x

)
/ (x, y) ∈ G

}
.

(1) Montrer que D est une partie stable de (M2(R),×).
(2) Montrer que l’application φ qui à (x, y) associe M(x, y) est un isomorphisme de (G,⊤) vers

(D,×), puis en déduire la structure de (D,×) en précisant l’inverse de M(x, y).
(3) On pose A =M(1, 1) et I =M(1, 0), et on considère F =

{
aI + bA / (a, b) ∈ Z2

}
.

(a) Vérifier que A2 = 2A− I.
(b) Montrer que (F,+,×) est un anneau commutatif unitaire.
(c) (F,+,×) est-il un corps ? Est-ce un anneau intègre ?

English translation

Part One

• Equip G = R∗
+ × R with the internal law ⊤ defined by (x, y)⊤(x′, y′) = (xx′, n

√
x y′ + x′y),

where n ∈ N∗.

(1) Show that (G,⊤) is a non-commutative group.
(2) Prove that (H,⊤) is a commutative group, where H = {(1, y) / y ∈ Z}.

Part Two

• Consider D =

{
M(x, y) =

(
n
√
x y

0 x

)
/ (x, y) ∈ G

}
.

(1) Show that D is closed in (M2(R),×).
(2) Show that the map φ sending (x, y) to M(x, y) is an isomorphism from (G,⊤) onto (D,×),

then deduce the structure of (D,×), giving the inverse of M(x, y).
(3) Put A =M(1, 1) and I =M(1, 0), and consider F =

{
aI + bA / (a, b) ∈ Z2

}
.
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(a) Check that A2 = 2A− I.
(b) Show that (F,+,×) is a commutative unital ring.
(c) Is (F,+,×) a field? Is it an integral domain?

حلول ومتتالية علىمجال زمرة 08 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ
∀(x, y) ∈ I2, x ∗ y = :ঌॻل ؇ஓ୾ ∗ ঌॻ༠اᄴᄟا اଫଐܳ܋٭ص ڢ؇َިن َأݠف I =

]
−π

2 ,
π
2

[ ا௯௫௵؇ل ሒᇭ •
.arctan (tan(x) + tan(y)− 1)

ਊಾ؇دܳ٭۰. زਵਦة (I, ∗) أن ඔّ൹ً (1)
.f(x) = tan(x)− 1 َݯؕ I ݆݁ x ႟ၽܳ (2)

.f−1 ๴ཏاܳأܝ ᄩᄥً؇ّگ ො੼ڎدا ،R ިොຶ I ݆݁ ّگ؇ًܭ f أن ඔّ൹ً (a)
.(I, ∗) ިොຶ (R,+) ݆݁ ႟၍؇૰૜ f−1 أن ඔّ൹ً (b)

.(I, ∗) ྲྀྡྷ٭۰ أරඝى ਵਦة اݿྥٷٺھ (c)
.(En) : x

(n)+x3 = 0 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا I ۰༟ި݄௵௯௫ا ሒᇭ ଫଊَأٺ ਵਦة). n ∗ اܳأ݄ܹ٭۰ (ّࡤࡲ x(n) = x∗x∗· · ·∗x َݯؕ I ݆݁ x ႟ၽܳ (3)
݁ٷأڎم. ଫଃ༚ ௧ਤޗٴ٭ ොේ٭ں ༟ڎد n ۋ٭ت ،I ا௯௫௵؇ل ሒᇭ αn وۋ٭ڎا ఈః༡ ّگٴܭ (En) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا أن ඔّ൹ً (a)

.0 ≤ αn <
π

4
؇਍ಱᄴᄟ ݁ٷأڎم ଫଃ༚ ௧ਤޗٴ٭ ොේ٭ں ༟ڎد n ႟ၽܳ أَ۬ أཿྟب (b)

.؇ዛውᚬ؇ዛኡ ො੼ڎدا ݁ٺگ؇ر۰ً (αn)n∈N∗ اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ أن আॻ༟ ߓߵ۱݆ (c)
Traduction française

• Sur I =
]
−π

2 ,
π
2

[
on définit la loi interne ∗ par ∀(x, y) ∈ I2, x∗y = arctan (tan(x) + tan(y)− 1).

(1) Montrer que (I, ∗) est un groupe commutatif.
(2) Pour x ∈ I on pose f(x) = tan(x)− 1.

(a) Montrer que f est une bijection de I vers R, en précisant f−1.
(b) Montrer que f−1 est un homomorphisme de (R,+) vers (I, ∗).
(c) En déduire de nouveau la structure de (I, ∗).

(3) Pour x ∈ I on pose x(n) = x ∗ x ∗ · · · ∗ x (n fois). On considère dans I l’équation (En) :

x(n) + x3 = 0.
(a) Montrer que (En) admet une unique solution αn dans I, n ∈ N∗.
(b) Établir que pour tout n ∈ N∗, 0 ≤ αn <

π

4
.

(c) Démontrer que (αn)n∈N∗ converge et déterminer sa limite.

English translation

• On I =
]
−π

2 ,
π
2

[
define the internal law ∗ by ∀(x, y) ∈ I2, x ∗ y = arctan (tan(x) + tan(y)− 1).

(1) Show that (I, ∗) is a commutative group.
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(2) For x ∈ I set f(x) = tan(x)− 1.
(a) Show that f is a bijection from I onto R, giving f−1.
(b) Show that f−1 is a homomorphism from (R,+) to (I, ∗).
(c) Deduce again the structure of (I, ∗).

(3) For x ∈ I set x(n) = x ∗ x ∗ · · · ∗ x (n times). Consider in I the equation (En) : x
(n) + x3 = 0.

(a) Show that (En) has a unique solution αn in I, where n ∈ N∗.
(b) Prove that for every n ∈ N∗, 0 ≤ αn <

π

4
.

(c) Prove that (αn)n∈N∗ converges and determine its limit.

ضربي وتشاكل المصفوفات من جسم 09 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

۰༟ި݄௵௯௫ا ଫଊَأٺ (M2(R),+,×) اࠍ੆ܹگ۰ ሒᇭ .M(a, b) =

a+
b√
2

− b√
2

3b√
2

a− b√
2

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ଫଊَأٺ R2 ݆݁ (a, b) ႟ၽܳ •
.H =

{
M(a, b) / (a, b) ∈ R2

}
ਊಾ؇دܳ٭۰. زਵਦة (H,+) أن ඔّ൹ً (1)

.(M2(R),×) ݆݁ ݁ފٺگݠ ඹජء H أن ඔّ൹ً (2)
ިොຶ (C∗,×) ݆݁ ঌॻً؇ّگ ႟၍؇૰૜ M(a, b) ً؇ৎ৊ݱڰިڣ۰ z = a+ ib ؜گڎي ༟ڎد ႟၍ ߌߵًޔ اᄳᄟي ϕ اܳٺޚٴ٭ݑ أن ඔّ൹ً (3)

.(H − {O},×)

.ሒᇿد؇ਊಾ ྾ཏۏ (H,+,×) أن اݿྥٷٺھ (4)
Traduction française

• Pour (a, b) ∈ R2 on considère M(a, b) =

a+
b√
2

− b√
2

3b√
2

a− b√
2

 et, dans l’anneau (M2(R),+,×),

l’ensemble H =
{
M(a, b) / (a, b) ∈ R2

}
.

(1) Montrer que (H,+) est un groupe commutatif.
(2) Montrer que H est une partie stable de (M2(R),×).
(3) Montrer que l’application ϕ qui à tout z = a + ib associe M(a, b) est un isomorphisme de

(C∗,×) vers (H − {O},×).
(4) En déduire que (H,+,×) est un corps commutatif.

English translation

• For (a, b) ∈ R2 consider M(a, b) =

a+
b√
2

− b√
2

3b√
2

a− b√
2

 and, in the ring (M2(R),+,×), the
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set H =
{
M(a, b) / (a, b) ∈ R2

}
.

(1) Show that (H,+) is a commutative group.
(2) Show that H is closed in (M2(R),×).
(3) Show that the map ϕ sending each z = a+ ib to M(a, b) is an isomorphism from (C∗,×) onto

(H − {O},×).
(4) Deduce that (H,+,×) is a commutative field.

لوغاريتمي تركيب قانون 10 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ
.∀(a, b) ∈ R2, a ∗ b = ln

(
ea + eb

) :ঌॻل ؇ஓ୾ اৎ৊أݠف ∗ ঌॻ༠اᄴᄟا اଫଐܳ܋٭ص ڢ؇َިن R আॻ༟ َأݠف •
ᆇ໶໢٭௧ਤ؟ ∗ اܳگ؇َިن ۱ܭ (a)(1)

.(x ∗ x) ∗ x = 0 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا R ሒᇭ ༡ܭ (b)
وۋ٭ڎ؟ ި۱ ۱ܭ .b > a Ⴄ၍ن إذا ڣگޔ و إذا (∃x ∈ R), a ∗ x = b أَ۬: ඔّ൹ً (2)

∗؟ ይዧگ؇َިن ً؇ܳྡྷފٴ۰ ௧ਤل ّިز + ؕ৵৩ৠا ۱ܭ .a+ (b ∗ c) = (a+ b) ∗ (a+ c) :R ݆݁ c و b و a ႟ၽܳ أَ۬ ݆݁ ොູگݑ (3)
Traduction française

• On définit sur R la loi interne ∗ par ∀(a, b) ∈ R2, a ∗ b = ln
(
ea + eb

)
.

(1)(a) La loi ∗ est-elle associative ?
(b) Résoudre dans R l’équation (x ∗ x) ∗ x = 0.

(2) Montrer que : (∃x ∈ R), a ∗ x = b si et seulement si b > a. Est-il unique ?
(3) Vérifier que pour tous a, b, c de R : a + (b ∗ c) = (a + b) ∗ (a + c). L’addition + est-elle

distributive par rapport à la loi ∗ ?

English translation

• On R define the internal law ∗ by ∀(a, b) ∈ R2, a ∗ b = ln
(
ea + eb

)
.

(1)(a) Is the law ∗ associative?
(b) Solve in R the equation (x ∗ x) ∗ x = 0.

(2) Show that: (∃x ∈ R), a ∗ x = b if and only if b > a. Is it unique?
(3) Check that for all a, b, c in R: a+ (b ∗ c) = (a+ b) ∗ (a+ c). Is addition + distributive with

respect to the law ∗?
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4 ا௱௯௫ިر
الحسابيات

Arithmétique • Arithmetic

اثنين العدد نسبيوقوى ظل 01 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

ڣ٭݄؇ أوܳ٭؇ن b و a ؕ݁ ،tan
(
2π

n

)
=
a

b
ොຳ٭ت N∗2 ݆݁ (a, b) زوج ل༥ިڎ أَ۬ و n ≥ 5 أن َڰଫଐض .n ∈ N ܳ٭ܝ݆ •

.θ = arg(z) ∈ ]− π, π[ و z = a+ ib َݯؕ .؇݄ዛዊ྘ྲྀ
.(a+ ib)n = (a− ib)n أن ඔّ൹ً ቕ቉ ،b و a ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ θ اۋފص (1)

.−2(2ib)n−1 = (a− ib)

(
n−1∑
k=1

Ck
n(a− ib)n−1−k(2ib)k−1

)
أن اݿྥٷٺھ (2)

.(2b)2n−2 ྾ཏلگ a2 + b2 أن اݿྥٷٺھ (3)
.a2 + b2 = 2k ;∃k ∈ {1, 2, · · · , 2n− 2} أن اݿྥٷٺھ (4)

.n = 8 أن اݿྥٷٺھ ቕ቉ ،k = 1 أن ඔّ൹ً (5)
Traduction française

• Soit n ∈ N, n ≥ 5. On suppose qu’il existe (a, b) ∈ N∗2 tel que tan
(
2π

n

)
=

a

b
, avec a et b

premiers entre eux. On pose z = a+ ib et θ = arg(z) ∈ ]− π, π[.

(1) Calculer θ en fonction de a et b, puis montrer que (a+ ib)n = (a− ib)n.

(2) En déduire que −2(2ib)n−1 = (a− ib)

(
n−1∑
k=1

Ck
n(a− ib)n−1−k(2ib)k−1

)
.

(3) En déduire que a2 + b2 divise (2b)2n−2.
(4) En déduire qu’il existe k ∈ {1, 2, · · · , 2n− 2} tel que a2 + b2 = 2k.
(5) Montrer que k = 1, puis en déduire que n = 8.

English translation

• Let n ∈ N, n ≥ 5. Assume there exists (a, b) ∈ N∗2 with tan
(
2π

n

)
=
a

b
, where a and b are

coprime. Put z = a+ ib and θ = arg(z) ∈ ]− π, π[.
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(1) Compute θ in terms of a and b, then show that (a+ ib)n = (a− ib)n.

(2) Deduce that −2(2ib)n−1 = (a− ib)

(
n−1∑
k=1

Ck
n(a− ib)n−1−k(2ib)k−1

)
.

(3) Deduce that a2 + b2 divides (2b)2n−2.
(4) Deduce that there exists k ∈ {1, 2, · · · , 2n− 2} with a2 + b2 = 2k.
(5) Show that k = 1, then deduce that n = 8.

القسمة قابلية ومسائل 4k + الشكل1 من أولية أعداد 02 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

الأول الجزء

.x2 + 1 ≡ 0 [p] ොຳ٭ت Z ݆݁ ༟ڎدا x ܳ٭ܝ݆ و ،p ≥ 3 ොຳ٭ت أوܳ٭؇ ༟ڎدا p ܳ٭ܝ݆ •
(.؇݁ଫଃڣ ۱ଫଊ݁ٷ۰ اݿٺأ݄؇ل (ஓ୷ܝٷ۹ .p ≡ 1 [4] أن ඔّ൹ً (1)

.P =

2
∏
pi∈I

pi

2

+ 1 َݯؕ .4k + 1 ႟ၽނ আॻ༟ ّܝٺص มฆܳا ا৙৑وܳ٭۰ ا༟৙৑ڎاد ۰༟ިᆇ୞୘ I ܳٺܝ݆ (2)
.P ྾ཏلگ ৖৑ 3 أن ඔّ൹ً (a)

.p |P =⇒ p ≡ 1 [4] أَ۬ أཿྟب (b)
݁ٷዛው٭۰. ଫଃ༚ I ۰༟ި݄௵௯௫ا أن اݿྥٷٺھ (c)

الثاني الجزء

. |a− b|
3
√
ab

> 1 أَ۬ ඔّ൹ً .a2 + ab+ b2 আॻ༟ اܳگފ۰݄ لگٴܭ ab(a+ b) و a ̸= b ොຳ٭ت (a, b) ∈ N∗2 ܳ٭ܝ݆ (1)
(α, β) ∈ N∗2 زوج ل༥ިڎ ,c)؛ n) ∈ N∗2 ؕ݁ ab = cn و a ∧ b = 1 ොຳ٭ت N∗2 ݆݁ (a, b) زوج ႟ၽܳ أَ۬ ඔّ൹ً (2)

.(a, b) = (αn, βn) ොຬگݑ

الثالث الجزء

.a2 = 2b2 + 1 ොຳ٭ت (a, b) ∈ N∗2 ܳ٭ܝ݆ •
.a ∧ b = 1 أن ඔّ൹ً (1)

.(a+ 1) ∧ (a− 1) = 2 أن ඔّ൹ً (2)
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.4 আॻ༟ اܳگފ۰݄ لگٴܭ ৖৑ a+ 1 و a− 1 દઊاܳأڎد أ༡ڎ أن ඔّ൹ً (3)
.4 আॻ༟ اܳگފ۰݄ لگٴܭ ৖৑ a− 1 أن َڰଫଐض (4)

.(a+ 1) ∧
(
a− 1

2

)
= 1 أَ۬ ඔّ൹ً (a)

.b اܳأڎد ؇݄ዛዀܹ༟ اܳگފ۰݄ لگٴఈఃن ޗٴ٭أ٭؇ن ොේ٭༲؇ن ༟ڎدان √
a+ 1 و

√
a− 1

2
દઊاܳأڎد أن اݿྥٷٺھ (b)

و 3

√
p− 1

3
દઊاܳأڎد ڣ؆ن (p− 1) ྾ཏلگ ৖৑ 9 Ⴄ၍ن إذا أَ۬ ඔّ൹ً .(p, q) ∈ N∗2 ۋ٭ت p3 = 3q3 + 1 أن َڰଫଐض (5)

.q اܳأڎد لگފ݄؇ن و ޗٴ٭أ٭؇ن ොේ٭༲؇ن ༟ڎدان 3
√
p2 + p+ 1

Traduction française

Première partie

• Soit p un nombre premier avec p ≥ 3, et x ∈ Z tel que x2 + 1 ≡ 0 [p].

(1) Montrer que p ≡ 1 [4]. (On pourra utiliser le théorème de Fermat.)

(2) Soit I l’ensemble des nombres premiers de la forme 4k + 1. On pose P =

2
∏
pi∈I

pi

2

+ 1.

(a) Montrer que 3 ne divise pas P .
(b) Établir que p |P =⇒ p ≡ 1 [4].
(c) En déduire que I est infini.

Deuxième partie

(1) Soit (a, b) ∈ N∗2 avec a ̸= b et a2 + ab+ b2 divisant ab(a+ b). Montrer que |a− b|
3
√
ab

> 1.

(2) Montrer que pour tout (a, b) ∈ N∗2 tel que a ∧ b = 1 et ab = cn avec (c, n) ∈ N∗2, il existe
(α, β) ∈ N∗2 vérifiant (a, b) = (αn, βn).

Troisième partie

• Soit (a, b) ∈ N∗2 tel que a2 = 2b2 + 1.

(1) Montrer que a ∧ b = 1.
(2) Montrer que (a+ 1) ∧ (a− 1) = 2.
(3) Montrer que l’un des deux nombres a− 1 et a+ 1 n’est pas divisible par 4.
(4) On suppose que a− 1 n’est pas divisible par 4.

(a) Montrer que (a+ 1) ∧
(
a− 1

2

)
= 1.

(b) En déduire que
√
a− 1

2
et

√
a+ 1 sont des entiers naturels qui divisent b.

(5) On suppose p3 = 3q3+1 avec (p, q) ∈ N∗2. Montrer que si 9 ne divise pas (p−1), alors 3

√
p− 1

3
et 3
√
p2 + p+ 1 sont des entiers naturels qui divisent q.
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English translation

Part One

• Let p be a prime with p ≥ 3, and x ∈ Z with x2 + 1 ≡ 0 [p].

(1) Show that p ≡ 1 [4]. (Fermat’s theorem may be used.)

(2) Let I be the set of primes of the form 4k + 1. Put P =

2
∏
pi∈I

pi

2

+ 1.

(a) Show that 3 does not divide P .
(b) Prove that p |P =⇒ p ≡ 1 [4].
(c) Deduce that I is infinite.

Part Two

(1) Let (a, b) ∈ N∗2 with a ̸= b and a2 + ab+ b2 dividing ab(a+ b). Show that |a− b|
3
√
ab

> 1.

(2) Show that for every (a, b) ∈ N∗2 with a ∧ b = 1 and ab = cn, (c, n) ∈ N∗2, there exists
(α, β) ∈ N∗2 such that (a, b) = (αn, βn).

Part Three

• Let (a, b) ∈ N∗2 with a2 = 2b2 + 1.

(1) Show that a ∧ b = 1.
(2) Show that (a+ 1) ∧ (a− 1) = 2.
(3) Show that one of the two numbers a− 1 and a+ 1 is not divisible by 4.
(4) Assume a− 1 is not divisible by 4.

(a) Show that (a+ 1) ∧
(
a− 1

2

)
= 1.

(b) Deduce that
√
a− 1

2
and

√
a+ 1 are natural integers dividing b.

(5) Assume p3 = 3q3 + 1 with (p, q) ∈ N∗2. Show that if 9 does not divide (p− 1), then 3

√
p− 1

3
and 3

√
p2 + p+ 1 are natural integers dividing q.

الإقليدية وبواقيالقسمة موافقات 03 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

.7 আॻ༟ 20172017 ይዧأڎد ا৕৑ڢܹ٭ڎل۰ اܳگފ۰݄ ሒᇬ؇ً ༡ڎد (a)(1)
.11 আॻ༟ 4n ይዧأڎد ا৕৑ڢܹ٭ڎل۰ اܳگފ۰݄ ሒᇬ؇ً ،n ௧ਤاܳޚٴ٭ اܳݱۜ٭ں اܳأڎد ܳگࡗࡲ ਊಾأ؇ ༡ڎد، (b)
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.20172017 + 6 ≡ 0 [77] أن اݿྥٷٺھ (c)
.(E) : ax+αn ≡ 0 [11] اܳٺ؇ܳ٭۰: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا Z ሒᇭ ଫଊَأٺ و ،αn =

n∑
k=0

2017k و a = 20172017 َݯؕ N ݆݁ n ႟ၽܳ (2)
.x ≡ 2αn [11] ڣ؆ن ،(E) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ఈః༡ x Ⴄ၍ن إذا أَ۬ ඔّ൹ً (a)

.11 আॻ༟ ይዧگފ۰݄ ᄭᄥً؇اܳگ ؇ୖ୒ߺࠊ༡ اݿྥٷٺھ ቕ቉ ،(E) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ۰༟ިᆇ୞୘ ༡ڎد (b)
Traduction française

(1)(a) Déterminer le reste de la division euclidienne de 20172017 par 7.
(b) Déterminer, suivant les valeurs de n ∈ N, le reste de la division euclidienne de 4n par 11.
(c) En déduire que 20172017 + 6 ≡ 0 [77].

(2) Pour n ∈ N on pose a = 20172017 et αn =

n∑
k=0

2017k, et on considère dans Z l’équation

(E) : ax+ αn ≡ 0 [11].
(a) Montrer que si x est solution de (E), alors x ≡ 2αn [11].
(b) Déterminer l’ensemble des solutions de (E), puis en déduire celles qui sont divisibles par

11.

English translation

(1)(a) Determine the remainder of the Euclidean division of 20172017 by 7.
(b) Determine, according to the values of n ∈ N, the remainder of the Euclidean division of 4n

by 11.
(c) Deduce that 20172017 + 6 ≡ 0 [77].

(2) For n ∈ N put a = 20172017 and αn =
n∑

k=0

2017k, and consider in Z the equation (E) :

ax+ αn ≡ 0 [11].
(a) Show that if x is a solution of (E), then x ≡ 2αn [11].
(b) Determine the solution set of (E), then deduce those solutions divisible by 11.

3k + الشكل1 من أولية أعداد 04 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

الأول الجزء

.a2 + a+ 1 اܳأڎد ྾ཏلگ p ොຳ٭ت 5 ݆݁ ڢޚأ؇ ଫଊأ܋ أوܳ٭؇ ༟ڎدا p ܳ٭ܝ݆ و a ∈ Z ܳ٭ܝ݆ •
(.a3 − 1 = (a− 1)(a2 + a+ 1) أن (৖৑ۋޓ .a3 ≡ 1 [p] أن ඔّ൹ً (1)
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.p ∧ (a+ 1) = 1 و p ∧ (a− 1) = 1 أن ඔّ൹ً (2)
(ஓ୷ܝٷ۹ .k = 3 ި۱ ak ≡ 1 [p] ොຬگݑ k ݁ٷأڎم ଫଃ༚ ௧ਤޗٴ٭ ොේ٭ں ༟ڎد أݬ؞ݠ أن أཿྟب ݿٴݑ، ؇݁ ً؇ݿٺأ݄؇ل (3)

ً؇ࠍ੅ܹژ.) ا۱ଫଊܳ؇ن اݿٺأ݄؇ل
.p ≡ 1 [3] أن ඔّ൹ً ،؇݁ଫଃڣ ۱ଫଊ݁ٷ۰ ਐಸޚٴ٭ݑ (4)

الثاني الجزء

.An = (3(n!))2 + 3(n!) + 1 َݯؕ N∗ ݆݁ n ႟ၽܳ •
4 اܳފޝال ۰༶ཹྥ٭ (اݿٺأ݄ܭ .pn ≡ 1 [3] و pn > n ොຳ٭ت pn أوܳ٭؇ ؇ᆙᆊ؇ڢ لگٴܭ An اܳأڎد ،N∗ ݆݁ n ႟ၽܳ أن ඔّ൹ً (1)

ا৙৑ول.) اࠍ੊ݞء ݆݁
.k ∈ N∗ ۋ٭ت ،3k + 1 ႟ၽاܳލ আॻ༟ ّܝٺص มฆܳا اৎ৊ިۏٴ۰ ا৙৑وܳ٭۰ ا༟৙৑ڎاد ݆݁ ݁؇ዛኡ৖৑؇ل۰ ༥ިّڎ أَ۬ اݿྥٷٺھ (2)

Traduction française

Première partie

• Soit a ∈ Z et p un nombre premier strictement supérieur à 5 tel que p divise a2 + a+ 1.

(1) Montrer que a3 ≡ 1 [p]. (Remarquer que a3 − 1 = (a− 1)(a2 + a+ 1).)
(2) Montrer que p ∧ (a− 1) = 1 et p ∧ (a+ 1) = 1.
(3) En utilisant ce qui précède, établir que le plus petit entier naturel non nul k vérifiant ak ≡ 1 [p]

est k = 3. (On pourra raisonner par l’absurde.)
(4) En appliquant le théorème de Fermat, montrer que p ≡ 1 [3].

Deuxième partie

• Pour n ∈ N∗ on pose An = (3(n!))2 + 3(n!) + 1.

(1) Montrer que pour tout n ∈ N∗, An admet un diviseur premier pn tel que pn > n et pn ≡ 1 [3].
(Utiliser le résultat de la question 4 de la première partie.)

(2) En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers positifs de la forme 3k + 1, k ∈ N∗.

English translation

Part One

• Let a ∈ Z and let p be a prime strictly greater than 5 such that p divides a2 + a+ 1.

(1) Show that a3 ≡ 1 [p]. (Note that a3 − 1 = (a− 1)(a2 + a+ 1).)
(2) Show that p ∧ (a− 1) = 1 and p ∧ (a+ 1) = 1.
(3) Using the above, prove that the smallest non-zero natural integer k with ak ≡ 1 [p] is k = 3.

(A proof by contradiction may be used.)
(4) Applying Fermat’s theorem, show that p ≡ 1 [3].
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Part Two

• For n ∈ N∗ put An = (3(n!))2 + 3(n!) + 1.

(1) Show that for every n ∈ N∗, An has a prime divisor pn with pn > n and pn ≡ 1 [3]. (Use the
result of question 4 of Part One.)

(2) Deduce that there are infinitely many positive primes of the form 3k + 1, k ∈ N∗.

قوىرابعة مجموع قواسم 05 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ
.a ∧ b = 1 و (a, b) ∈ Z2 ۋ٭ت ،D = a4 + b4 َݯؕ •

.(∀k ∈ Z) , (2k + 1)4 ≡ 1 [16] أن ඔّ൹ً (a)(1)
.D ≡ 2 [16] أو D ≡ 1 [16] أن اݿྥٷٺھ (b)

.D ይዧأڎد ڣݠدل؇ أوܳ٭؇ ؇ᆙᆊ؇ڢ p ܳ٭ܝ݆ (2)
.p ∧ a = 1 أن ඔّ൹ً (a)

اܳފ؇ًݑ.) اܳފޝال و ଩ଃًو ۱ଫଊ݁ٷ۰ (اݿٺأ݄ܭ .(ac)4 ≡ −1 [p] ොຳ٭ت c ม฀૭૙ ොේ٭ں ༟ڎد ل༥ިڎ أَ۬ ඔّ൹ً (b)
.8 আॻ༟ p ይዧأڎد ا৕৑ڢܹ٭ڎل۰ اܳگފ۰݄ ሒᇬ؇ً ި۱ r ۋ٭ت ،(∃x ∈ Z) , xr ≡ −1 [p] أن اݿྥٷٺھ (c)

اࠍ৖৑؇੆ت.) ًڰݱܭ ا۱ଫଊܳ؇ن اݿٺأ݄؇ل (ஓ୷ܝٷ۹ .p ≡ 1 [8] أن أཿྟب (d)
Traduction française

• On pose D = a4 + b4, où (a, b) ∈ Z2 et a ∧ b = 1.

(1)(a) Montrer que (∀k ∈ Z) , (2k + 1)4 ≡ 1 [16].
(b) En déduire que D ≡ 1 [16] ou D ≡ 2 [16].

(2) Soit p un diviseur premier impair de D.
(a) Montrer que p ∧ a = 1.
(b) Montrer qu’il existe c ∈ Z tel que (ac)4 ≡ −1 [p]. (Utiliser le théorème de Bézout et la

question précédente.)
(c) En déduire que (∃x ∈ Z) , xr ≡ −1 [p], où r est le reste de la division euclidienne de p par

8.
(d) Établir que p ≡ 1 [8]. (On pourra raisonner par disjonction des cas.)

English translation

• Put D = a4 + b4, where (a, b) ∈ Z2 and a ∧ b = 1.

(1)(a) Show that (∀k ∈ Z) , (2k + 1)4 ≡ 1 [16].
(b) Deduce that D ≡ 1 [16] or D ≡ 2 [16].

(2) Let p be an odd prime divisor of D.
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(a) Show that p ∧ a = 1.
(b) Show that there exists c ∈ Z with (ac)4 ≡ −1 [p]. (Use Bézout’s theorem and the previous

question.)
(c) Deduce that (∃x ∈ Z) , xr ≡ −1 [p], where r is the remainder of the Euclidean division of

p by 8.
(d) Prove that p ≡ 1 [8]. (A case-by-case argument may be used.)

بينها فيما أولية وأعداد تراجعية متتالية 06 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ
(∀n ∈ N) , an+2 = (2a+ 1)an+1 − و a1 = 2a+ 1 ،a0 = 2 :ঌॻل ؇ஓ୾ اৎ৊أݠڣ۰ اܳأڎدل۰ اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ (an)n≥0 ܳٺܝ݆ •

.a ∈ N∗ ۋ٭ت ،a(a+ 1)an

.(∀n ∈ N) , an+1 ∧ [a(a+ 1)] = 1 أن ඔّ൹ً (1)
.(∀n ∈ N) , an+1 ∧ an = 1 أن ඔّ൹ً (2)

.(∀n ∈ N) , a2n+1 ≡ 0 [2a+ 1] أن ඔّ൹ً (3)
.((∀(α, β, γ) ∈ Z3

)
, α ∧ β = 1 و γ |α)⇒ α ∧ βγ = |γ| :ሒᇿ؇اܳٺ ا৖৑ݿٺܹݞام ඔّ൹ً (a)(4)

.(∀n ∈ N) , a2n+3 ∧ a2n+1 = 1 أن اݿྥٷٺھ (b)
Traduction française

• Soit (an)n≥0 la suite définie par a0 = 2, a1 = 2a+ 1 et an+2 = (2a+ 1)an+1 − a(a+ 1)an pour
tout n ∈ N, où a ∈ N∗.

(1) Montrer que (∀n ∈ N) , an+1 ∧ [a(a+ 1)] = 1.
(2) Montrer que (∀n ∈ N) , an+1 ∧ an = 1.
(3) Montrer que (∀n ∈ N) , a2n+1 ≡ 0 [2a+ 1].
(4)(a) Montrer l’implication suivante :

((
∀(α, β, γ) ∈ Z3

)
, α ∧ β = 1 et γ |α

)
⇒ α ∧ βγ = |γ|.

(b) En déduire que (∀n ∈ N) , a2n+3 ∧ a2n+1 = 1.

English translation

• Let (an)n≥0 be defined by a0 = 2, a1 = 2a+ 1 and an+2 = (2a+ 1)an+1 − a(a+ 1)an for every
n ∈ N, where a ∈ N∗.

(1) Show that (∀n ∈ N) , an+1 ∧ [a(a+ 1)] = 1.
(2) Show that (∀n ∈ N) , an+1 ∧ an = 1.
(3) Show that (∀n ∈ N) , a2n+1 ≡ 0 [2a+ 1].
(4)(a) Prove the following implication:

((
∀(α, β, γ) ∈ Z3

)
, α ∧ β = 1 and γ |α

)
⇒ α ∧ βγ = |γ|.

(b) Deduce that (∀n ∈ N) , a2n+3 ∧ a2n+1 = 1.
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ومجموعتان الأولي2017 العدد 07 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

.φ(k) = k + 2015

k − 2
َݯؕ .Z− {2} ݆݁ k ܳ٭ܝ݆ •

.(k − 2) ∧ (k + 2015) = (k − 2) ∧ 2017 أن ඔّ൹ً (a)(1)
.ሒᇿأو ༟ڎد 2017 أن ݆݁ ොູگݑ (b)

.H1 = {φ(k) ∈ Z / k ∈ Z} اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰༟ި݄௵௯௫ا ਐಸڰݱ٭ܭ ༡ڎد (c)
.α ∧ β = 1 ⇒ β2 ∧

(
α2 − β2

)
= 1 أن ඔّ൹ً (2)

.H2 =
{√

φ(k) ∈ Q / k ∈ Z
} اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰༟ި݄௵௯௫ا ਐಸڰݱ٭ܭ ༡ڎد (3)

Traduction française

• Soit k ∈ Z− {2}. On pose φ(k) = k + 2015

k − 2
.

(1)(a) Montrer que (k − 2) ∧ (k + 2015) = (k − 2) ∧ 2017.
(b) Vérifier que 2017 est un nombre premier.
(c) Déterminer explicitement l’ensemble H1 = {φ(k) ∈ Z / k ∈ Z}.

(2) Montrer que α ∧ β = 1 ⇒ β2 ∧
(
α2 − β2

)
= 1.

(3) Déterminer explicitement l’ensemble H2 =
{√

φ(k) ∈ Q / k ∈ Z
}

.

English translation

• Let k ∈ Z− {2}. Put φ(k) = k + 2015

k − 2
.

(1)(a) Show that (k − 2) ∧ (k + 2015) = (k − 2) ∧ 2017.
(b) Check that 2017 is a prime number.
(c) Determine explicitly the set H1 = {φ(k) ∈ Z / k ∈ Z}.

(2) Show that α ∧ β = 1 ⇒ β2 ∧
(
α2 − β2

)
= 1.

(3) Determine explicitly the set H2 =
{√

φ(k) ∈ Q / k ∈ Z
}

.

كبير لعدد والعشرات الوحدات رقما 08 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

.b = 2009∑
k=0

2011k و a =
9∑

k=0

2011k દઊاܳأڎد ଫଊَأٺ •
.a ≡ 60 [100] أن ඔّ൹ً (a)(1)
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.ak ≡ 0 [100] ;∀k ∈ N∗ − {1} أَ۬ اݿྥٷٺھ (b)
.b ≡ 201a [100] أن ඔّ൹ً (2)

.b اܳأڎد ؜๤དྷات و و༡ڎات رᆇᅪ޶ اݿྥٷٺھ (3)
Traduction française

• On considère a =

9∑
k=0

2011k et b =
2009∑
k=0

2011k.

(1)(a) Montrer que a ≡ 60 [100].
(b) En déduire que ∀k ∈ N∗ − {1}, ak ≡ 0 [100].

(2) Montrer que b ≡ 201a [100].
(3) En déduire les chiffres des unités et des dizaines de b.

English translation

• Consider a =
9∑

k=0

2011k and b =
2009∑
k=0

2011k.

(1)(a) Show that a ≡ 60 [100].
(b) Deduce that ∀k ∈ N∗ − {1}, ak ≡ 0 [100].

(2) Show that b ≡ 201a [100].
(3) Deduce the units and tens digits of b.

فيرما ومبرهنة موافقات نظمة 09 مسألة

١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ
༟ڎدا p ܳ٭ܝ݆ .1 ෛຬ؇ܳڰ؇ن و ෛ੼ٺܹڰ؇ن b و a દઊاܳأڎد أن َڰଫଐض .∀n ∈ N, an + n | bn + n ොຳ٭ت a, b ∈ N∗ ܳ٭ܝ݆ •

.(a− b) ∧ p = 1 ොຳ٭ت ݁ިۏٴ؇ أوܳ٭؇
(S) :

x ≡ −a [p]

x ≡ 1 [p− 1]
:(S) ይዧٷޙ۰݄ ༡ܭ m = a(p− 1) + p أن ݆݁ ොູگݑ (1)

.S = {m+ kp(p− 1) | k ∈ Z} ሒሃ (S) اܳٷޙ۰݄ ༡ߺࠊل ۰༟ިᆇ୞୘ أن اݿྥٷٺھ (2)
اܳݱ؞ݠى) ؇݁ଫଃڣ ۱ଫଊ݁ٷ۰ اݿٺأ݄؇ل (ஓ୷ܝٷ۹ (3)

.a ∧ p = 1 أن ඔّ൹ً (a)
.am +m ≡ 0 [p] أن ඔّ൹ً (b)

.bm +m ≡ b− a [p] أن ඔّ൹ً (c)
اݿྥٷٺھ. (d)

Traduction française
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• Soient a, b ∈ N∗ tels que ∀n ∈ N, an + n | bn + n. On suppose a et b distincts et différents de 1.
Soit p un nombre premier positif tel que (a− b) ∧ p = 1.

(1) Vérifier que m = a(p− 1) + p est solution du système (S) : (S) :
{
x ≡ −a [p]

x ≡ 1 [p− 1]

(2) En déduire que l’ensemble des solutions de (S) est S = {m+ kp(p− 1) | k ∈ Z}.
(3) (On pourra utiliser le petit théorème de Fermat.)

(a) Montrer que a ∧ p = 1.
(b) Montrer que am +m ≡ 0 [p].
(c) Montrer que bm +m ≡ b− a [p].
(d) Conclure.

English translation

• Let a, b ∈ N∗ be such that ∀n ∈ N, an + n | bn + n. Assume a and b are distinct and different
from 1. Let p be a positive prime with (a− b) ∧ p = 1.

(1) Check that m = a(p− 1) + p is a solution of the system (S): (S) :

{
x ≡ −a [p]

x ≡ 1 [p− 1]

(2) Deduce that the solution set of (S) is S = {m+ kp(p− 1) | k ∈ Z}.
(3) (Fermat’s little theorem may be used.)

(a) Show that a ∧ p = 1.
(b) Show that am +m ≡ 0 [p].
(c) Show that bm +m ≡ b− a [p].
(d) Conclude.

an + n | bn + n القسمة قابلية مسألة 10 مسألة
١ॴ఩ڤ֔ۑոּ ࣽ࣬۝ॊूا اڤרۘ

.a = b ڣ؆ن bn + n ྾ཏلگ an + n N؛ ݆݁ n ႟ၽܳ Ⴄ၍ن إذا أَ۬ ඔّ൹ً •
Traduction française

• Montrer que si, pour tout n ∈ N, an + n divise bn + n, alors a = b.

English translation

• Show that if, for every n ∈ N, an + n divides bn + n, then a = b.
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