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2 __ x2 2 I
«(Vz €]0,1{U]1, +o0]) ;cln(;; S/ lj(tt) < ﬁ 0 ey (1)
©(0) =0 5 ¢]0,1[U]1,+00[ oy @ JQ o(z) = fn(_x; ‘}i{ [0, +oof Ji&1 e @ ALl Il ew (2)
wp(1) =13
([0, +00[ JA1 e o Al 3, =il & ¢(¥ar €10, 1[U]1, +00]), wln(z) —z+1>0 Ol g (a)

2

{(Vz €]0,1[U]1,400]), z—-1< /x

o(t) eI B )
< T ol Gy o WA 3, s, (b)

2

<0, 1[U]1, 400 oo 2 K f(z) = —ln(a:—i-l)—i-/: 15(1) :L}S [0, +oo[ | e % all fallll e o

JSO0)=f(1)=0

Sl G ) e Bt B, daze £ A O gy (1)

AL L N g ol (2)

abate £ A O il 2 (v €]0, 1{U]L, +o0]), /xzfrf(tt))dt:f(x)+1n<x;1> o) e 332 (3)
=1 IV 3 dlaid) 3 3Lt 2

(Jas T80 Jlaszal SKg) of/ (@) =0 2 10, 1] S| 0 @ domy &l 0 (4)

[0, oo il e f Al &b, zial (5)




2 Jed) — Analyse

dt

) b €10, ool I ke 3 ALl 4 dlll es (6)
1
«(Vz € [0,400[) , ¥(z) = exp (—f(z) d‘uﬁu‘-‘l (a)
/[0, +0o[ Ji&) Je o Al &l d,.x, > (b)
d\d.au (Y(a ~12}a~03»t (0,17, 7) M#W#ézﬂ&\;ﬁ&.«l\@\@\ (c)
Beld 2] Eut B Ul Oolbwl dais | v Al Jrodl gl

Al Vo e ()t W) OF o & (W0 € N¥) (1 > 0), 71’(71") —- Z - %"‘) S ew (7)

Traduction francaise

[ Premiére partie ’

2 == 2 _
(1) Montrer que : (Vz €]0,1[U]1, +o0]), Sl S/ < i

21n(z) In(t) = In(z)
=1

(2) On considere la fonction ¢ définie sur [0, +oo[ par p(z) = f @ pour z €]0,1[U]1, +o0],
n(z

©(0) =0 et p(1) =1.

(a) Montrer que (Vz €]0,1[U]1,4+0o0[), zln(z) —2z+ 1 > 0, puis en déduire la monotonie de ¢
sur [0, +o0[.

1,2
(b) En utilisant la monotonie de ¢, montrer que : (Va €0, 1[U]1, +oo[), z—1 < / 1(’0((?) dt <
. In

x2—1
5

Deuxiéme partie

22

o On considere la fonction f définie sur [0, +oo] par f(z) = —In(z + 1) + / pour x €

»  In(?)
10, 1[U]1, +o0f, et £(0) = f(1) = 0.
(1) Montrer que f est continue et dérivable & droite en 0.

(2) Etudier les branches infinies de la courbe de f.

2

£ t 1
(3) Vérifier que (Vz €]0,1[U]1,4o0[), / f((t)) dt = f(x) + ln(ac;L >, puis en déduire que f
. In
est continue et dérivable au point d’abscisse xg = 1.

(4) Montrer qu’il existe a €]0, 1] tel que f/(a) = 0. (On pourra utiliser le théoréme de Rolle.)
(5) En déduire la monotonie de f sur [0, 4o0].

fEQ
(6) On considere la fonction 1 définie sur [0, +oo[ par ¥(z) = (z + 1)exp (—/ dt), et

In(t)
$(0) =9¢(1) = 1.
(a) Vérifier que (Vz € [0, +00]), ¥(z) = exp (—f(x)).
(b) Dresser le tableau de variations de 1 sur [0, 4o0].
)

-,

(¢) Construire la courbe représentative de ¢ dans un repére orthonormé (0,1, ) (on prendra

© Saad Choukri



Jedl — Analyse 3

a~0,3 et (o) ~ 1,2). On admet que cette courbe admet un point d’inflexion d’abscisse
B avec 5 € ]%,2[.

(7) Montrer que (Vn € N*) (3!, > 0), Y () = j_ 1 w(a), puis montrer que la suite (,)n>1
Yo om a B

converge et déterminer sa limite.

English translation

[ Part One }

T’ —x =t =g
T —— < :
(L) oy e (5 €110 LUI, Fesll)s greors —/x

(2) Let ¢ be the function defined on [0, +oc0o] by ¢(z) = = for €]0,1[U]1,4+o0[, ¢(0) =0

In(x)
and ¢(1) = 1.
(a) Show that (Vx €]0,1[U]1,+o0[), zln(x) —z + 1 > 0, and deduce the monotonicity of ¢
on [0, 4o00].
T elt) gy o1
(b) Using this monotonicity, show that (Vz €]0,1[U]1,4+o00[), z —1 < / n(?) dt < 5

Part Two

2

dt
o Let f be the function defined on [0, +-00[ by f(z) = —ln(x+1)+/ () for x €]0,1[U]1, +o0],
. In
and f(0) = f(1) =0.

(1) Show that f is continuous and right-differentiable at 0.
(2) Study the infinite branches of the curve of f.

(3) Check that (Vz €]0,1[U]1, +00]), /I ﬁgdt = f(x) + ln<x—2i_1>, and deduce that f is

continuous and differentiable at the point of abscissa xg = 1.
(4) Show that there exists @ €]0, 1] such that f’(a) = 0. (Rolle’s theorem may be used.)
(5) Deduce the monotonicity of f on [0, 4o0].

2

dt

(6) Let ¢ be defined on [0, +00] by ¥(z) = (z + 1) exp ( /m (D)
(a) Check that (Vz € [0,+00]), ¥(z) = exp (—f(x)).
(b) Draw up the table of variations of 1 on [0, +o0][.

(¢) Sketch the curve of ¢ in an orthonormal frame (0,17, ) (take o ~ 0.3 and ¥(ar) ~ 1.2). It
is admitted that this curve has an inflection point of abscissa § with 5 € ]%, 2 [

), with 9(0) = 9(1) = 1.

(7) Show that (Vn € N*) (3!, > 0), $(m) = i = 1#(04), then show that the sequence (v, )n>1
Yn n a =

converges and determine its limit.

© Saad Choukri
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Al sl o Wty 85 o Rta Wl 02 s

(Fy) Bt at+1=0%sll) e [0, +oo[ JB| o | pae 2 (S e

F@) 2 A s e 5 R 3y S s (Fy) Aol O ¢ (1)

[0, 400] e 85502 5 lakad 1l £ I OF o (2)

0, +oo[ JI e dhaza £ AN Of ezl (3)

(V2 > 0), f(z)+ H";fjfg(@ — 0 14l i ¢ 0, +oof W1 e GVl £ Al O G (4)
L f(2) ) o A S e il (5)

© il 3 o) e doaze A Jo (6)

Traduction francaise

e Soit z un élément de [0, +-co[. On consideére I'équation (F) : ¢3 +at +1 = 0.

(1) Montrer que (F,) admet une unique solution dans R, que 1’on note f(z).
(2) Montrer que f est strictement négative et bornée sur [0, +o0l.

(3) En déduire que f est continue sur |0, 4o0].
f(z)

7132

(4) Montrer que f est dérivable sur |0, +oc[, puis que (Vz > 0), f'(z) +

(5) En déduire le sens de variation de f, puis calculer lim f(x).
T—+00

(6) La fonction f est-elle continue & droite en 0?

English translation

e Let x belong to [0, +oo[. Consider the equation (F,) : >+ ot + 1 = 0.

(1) Show that (F,) has a unique solution in R, denoted by f(x).
(2) Show that f is strictly negative and bounded on [0, +ool.

(3) Deduce that f is continuous on ]0, 4o0].
f(z)

)

(4) Show that f is differentiable on ]0, +oo], and that (Vz > 0), f/(z) +

(5) Deduce the variations of f, then compute lim f(x).

T—+00

(6) Is f right-continuous at 07

Lanall Gligldl 18 o5 A LIG A0 03 Wl

© Saad Choukri
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x>1ﬁF(x):/gcj§$dt,cf(1):1}t>1‘ﬂf(t):L—(t;:Qd\.é\aﬁ[l,+oo[dlé\dc .

F(1) = —1n(2)
(L, oo JI e doaze £ AN OF o (1)
(V2 €]1, +oo]), Fla) — F(1) = ZE= 12)(“2) F@) 4wl ga el Y G dleasly (2) (2)

/j <2+1) F(t) dt
A el o e F Al OF gmitd (b)
51 G:;Lu\ fi «(Vz €]1,+00]) (3ey € [2,27]), F(z) = (z—2?) - Ca—1 51 C,.GT (2) (3)

In?(c,)

| Vz e \f2,+00 7@+ @ 2§0
(voe [V2+oo]). =

2
wsin Lo ol i O3 2 tim ) i P@) el Ol gt (b)

T—+00 €T Tr—+00
F A Ol gis i 20 & (100l JB) o 2 S FY (@) e (4)
(Vx €]1,400)) (Ae,d) €]l zP) (¢ > 6l Gy i Bl OlA 3mm el (a)(5)

ortin i) ) & g = 1 Jpad¥1 13 Al G F A1) 3Lzs) 346 o) (b)
(0,7.7) plizt dalaze dno 3 F i) Jeall zod) lm 111 (6)

“ )

t—1
L] 1 ’ﬁ 1 = — 1 1 = 1 F = —_— 1
Sur [1, +o0[ on définit f(t) (D) pour t > 1, f(1) , et F(z) . n() dt pour x > 1,
F(1) = —In(2).

(1) Montrer que f est continue sur [1,4o0].
(2)(a) A laide d’une intégration par parties, démontrer que (Vz €]l1,4o00]), F(z) — F(1) =

o(z — 12)(x+2) @) +/; <2+ 1) £(t) dt.

(b) En déduire que F' est continue a droite en 1.

) 1
(3)(a) Etablir que (V& €]1,+00]) (I, € [az,xz]) , F(z) = (z - z?) 67, puis en déduire que

' In?(c,)
<Vx e [\/§,+ooD : F;x) ¥ <f(2x)>2 <0.

F(z
(b) En déduire lim F(z)et lim L, puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
T—+00 r—+o00 I

(4) Calculer F'(x) pour z €]1,400[, puis déterminer le sens de variation de F'.

(5)(a) En appliquant deux fois le théoreme des accroissements finis, montrer que

(Ve €]1, +o0]) (3(e; d) €]1,22) (¢ > d), w __ <C+22) P

(b) Etudier la dérivabilité de F au point d’abscisse zo = 1, puis interpréter géométriquement.

(6) Construire soigneusement la courbe de F dans un repére orthonormé (0,17, ).

English translation

© Saad Choukri



6 Jdedl — Analyse

in_(t; for t > 1, f(1) = 1, and F(z) = 3 ]J;((tt))

dt for x > 1,

e On [1,+o00] define f(t) =
F(1) = —In(2).
(1) Show that f is continuous on [1,4o0].

z(z—1)(z+2)
2

(2)(a) Using integration by parts, prove that (Va €]1,4+00]), F(z) — F(1) =

(@) +/ <2+ 1) F(t) dt.

(b) Deduce that F' is right-continuous at 1.
(3)(a) Prove that (Vz €]1,+00) (e, € [ZE,{L‘2]), F(x)

(Vxe [\/i,—&—ooD, Fix)Jr <f(2x)>2 < 0.

and deduce that

I
—
8
|
8

[\
~—

F
(b) Deduce lim F(x)and lim ﬂ, then interpret the result geometrically.
T—400 xX

T—r—+00

(4) Compute F'(z) for z €1, +00[, then determine the variations of F.
(5)(a) Applying the mean value theorem twice, show that (Vz €]1,+00[) (3(c,d) €]1,z[*) (¢ >

d), F(xlflln@) == (“;2) - d?.

(b) Study the differentiability of F' at the point of abscissa xg = 1, then interpret geometrically.
(6) Carefully sketch the curve of F in an orthonormal frame (O, 1, 7).

=

el GGy ilan s lillm 04 Wl

d Al LoV

M e

Wp(z) = —n(z —2) + In(z &LCR écléjxl\¢n2§\,\3\)N*Onn&<:).
. hrn U () o 11m Un(x ()(1)

r——+00
R Je W) Olgis Jper o ¢ (@) = T Ll 2 e RY ﬁ o G (b)
(Y €RY), 20— 1> In(z) o & (<)

1 . £
J0<an<E&éﬁn}an\}@d\@l’L,ZJLM@ZJ”(:U):O’A;LJ.\mGN*ﬂo\J\Qg(2)

'/Bn > 2
: L&« 0 .
0n£l>lfoo /Oy = 67 4)‘ 8 “' ‘ngl_'r_looan w‘ (3)
B =2) sl Bo Gald) et i (Bulnene Dl O G (4)

© Saad Choukri
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LN

s

(VneN), I, = / sin™(8) 6+ b & % L) (I)new ) K3 -
0 -

do s I o K el (1)

(meN), L= [ TFswr@ds+ [T s @)ds of o 52 (2) (3)
0 L.d

- n-+2
¢n+ 1) Ipl, =
1, n 4+ 2
nt1  n+1

. To5 .
 tim Vil :\Eu\ il (b)

1<

Traduction francaise

Premiére partie ’

« Soit n € N* et ¢, la fonction définie sur R par ¢, (z) = —n(z — 2) + In(x).

q Dé . . ) ! (1),
(1)(a) Déterminer xggﬂ Yn(x) et x_l)I}rfloolZ’ ()

—nx+1 . L
(b) Montrer que pour tout & € RY, 9;,(x) = ————, puis dresser le tableau de variations de
%

Yp sur RY.
(¢) Montrer que (Vo € R%), 2z — 1 > In(z).
(2) Montrer que pour tout n € N*, I’équation ¢, (z) = 0 admet exactement deux solutions oy, et

1
B, telles que 0 < a, < — et B, > 2.
n

. . . 1
(3) Calculer lim ay,, puis montrer que lim {/a, = —.
n—-4oo n—-+oo e

(4) Montrer que (8y)nen+ converge, puis calculer lim 3, et lim n(S, —2).
n——+o00 n—+o0o

[ Deuxiéme partie

VB

o Soit (I;,)nen définie par I, = / sin"(0) df.
0

(1) Calculer Iy et Is.

© Saad Choukri



8 Jed) — Analyse

(2) Montrer que la suite (I,),en converge.

™

(3)(a) Vérifier que (Yn € N¥) | I, = /2 % sin”(0) dO + /2 sin" () do.
0 T

2

st

1 1 "
(b) En déduire que I, Tn 4 g [ 0s <%>] .
(¢) Etablir que hm+ (co;(x)) = —00, puis déterminer la limite de (I,)nen.
z—0 x
(4)(a) Montrer que pour tout n € N* :
_n+1 )
n+2 — n4+ 2 n
T
o (n+ Dlhyln = 97
. 1< I, < n + 2.
T Ipp1 T on+1

T
b) En dédui li I, =/—=.
(b) En déduire que . _1&100\/5 \/;

English translation

‘ Part One ’

o Let n € N* and 1, be defined on R% by ¢, (z) = —n(z — 2) + In(z).
1 D i li li .
(1)(a) Determine Lim, Y (z) and Jm U (z)

— 1
b) Show that for every x € R* , ¥/ (x) = ﬂ, then draw up the table of variations of v,
" 5

on R%.
(¢) Show that (Vz € R%), 22 — 1 > In(z).
(2) Show that for every n € N* the equation v, (z) = 0 has exactly two solutions «,, and (3, with
O<an<ﬁandﬂn>2.

. . 1
(3) Compute ngl—}-loo ay,, then show that nll}l}_loo Van = .
(4) Show that (B, )nen+ converges, then compute Erf B and Erf n(B, — 2).
{ Part Two
g
o Let (I,)nen be defined by I, = / sin™(0) d#.
0
(1) Compute I; and Is.
(2) Show that (I,)nen converges.
™ 1
L T
(3)(a) Check that I,, = /2 v sin”(0) do + /2 sin”(6) d for every n € N*.
0 - {%
(b) Deduce that I, < —— + = - [eos (-2 )]
educe that I, < — + = — ]| .
! In "2 In
1
(c) Prove that lim - (co:(at)) = —00, then determine the limit of (I,)nen.
z—07F x

(4)(a) Show that for every n € N*:

© Saad Choukri



Jedl — Analyse 9

n+1 I
n+2 n+2 n
T
o (n+V)lhp1ln = 5%
. 1< I, - n+2
T Iy T on+1
. T
(b) Deduce that ngrfoo vnl, = 5

[ YL L, i AN 05 3

B Al L1 adl

[ I el J

et —e *

J@) = o= LUR Jo Bl f eSS

S S s a2 ]~ 11 £ R o bl £ O oy (1)

lill = 171 = Tem Eom ¢(0,7.J) (st delate fan G (Cp1) 5 (C) il (2)

.l‘:)\} IJSZOM‘) (Cf—l)} (Cf) w)},a.g‘ (A)\)J;J—\ :\»Lwé O\ U'<ﬂj )\G]O,l[ﬂ (3)
A - e w
./\2—2111(6 e ) (cm?) e ﬁ‘éﬁ%&o‘)\wd‘m

Fp(z) = /033 (f(w)"du § Fo(z) == lea (n,z) € N* x Ry JQ .
ANy Fi(z) cwel (1)

Ll F(@) Yl 4 gz ¢ 0 < Fulo) <2 ()" O i (2)
(Vz €R), f'(z) =1 (f(@))? Ol oo a2 (a)(3)

(Vn € N*), Fon(z) = @ — Ol o «(Vk €N), Fya(a) = Fiu(z) — kil (f(z))* of z%! (b)

D g (Fla)*

k=1

AU B o o b Jleszly (4)

n

) 1
.ngrfoo ; (2k — 1) x 32k-1

Traduction francaise

© Saad Choukri



10 Jed) — Analyse

Premiére partie

et —e®
er + e T’

(1) Montrer que f est une bijection de R vers | — 1, 1], en précisant f~1.

o Soit f définie sur R par f(z) =

(2) Construire (Cy) et (Cj-1) dans un repere orthonormé (0,1,7) avec ||i]| = ||7]| = 1 cm.

3) Soit A €]0,1[ et o) 'aire du domaine (A)) compris entre (C'r), (Cr-1) et les droites x = 0 et
f f

A —A
x = \. Montrer que oy = A\? — 2In <€+2€> (cmZ).

‘ Deuxiéme partie ’

o Pour tout (n,z) € N* x Ry on pose Fy(z) =z et F,,(z) = / (f(w))" du.
0

(1) Calculer Fi(z) en fonction de z.
(2) Montrer que 0 < F,,(z) < x (f(x))", puis en déduire lim F,(x).

n—+oo
(3)(a) Vérifier que (Vz € R), f'(z) =1— (f(z))>
(b) En déduire que (Vk € N), Fiio(z) = Fi(x) — k‘j—l (f(@)*, et que Fop(z) = o —
; 2]{:17 7 (f(x))*7* pour tout n € N*,
. 1

(4) En utilisant ce qui précede, calculer nLi\rfoo 2 Ok = 1) x 351"

English translation

‘ Part One ’

g =@

(1) Show that f is a bijection from R onto ] — 1, 1[, determining f~!.

(2) Draw (Cy) and (Cy-1) in an orthonormal frame (0,1,7) with ||7|| = ||7]] = 1 cm.

(8) Let A €]0,1[ and let oy be the area of the region (A)) bounded by (Cy), (Cy-1) and the lines

2 o e 2
x =0 and z = X. Show that oy = \* — 21In — (cm).

e Let f be defined on R by f(z) =

‘ Part Two ’

o For every (n,x) € N* x Ry set Fy(z) = x and F,,(z) = / (f(w)" du.
0

(1) Compute Fj(x) in terms of z.
(2) Show that 0 < F,,(z) <z (f(x))", then deduce lim F,(x).

n—-+00
(3)(a) Check that (Vz € R), f'(z) =1— (f(z))*
(b) Deduce that (Vk € N), Fipyo(x) = Fi(z) — —— (f(2))*"!, and that Fb,(z) = = —

© Saad Choukri



Jded) — Analyse 11

n

1
Z 7% — 1 (f(x))*7! for every n € N*.
k=1

n

1
(4) Using the above, compute lim Z (2k: ) < 3T

n—+0o00 )

=0

[ ol ey ,18 I 8 By ), L5 8 )io s3l0 805 06 Wl

[ s

x>0ﬂln +xo)\n~\d}-\>cafdn() a—()u..;-]%%[d\é\t}.\?-}a.\exdﬂéi(l)
.x>0ﬂ<px =el/? an (2)
.x>0ﬂcp( —x<:>1+ln<1)—00\uﬁunﬁ-()

+(vz € [3.3]), 1¢/ ()] <*€2/3 o (b)
OFn+1 (F 9 FO =% L} LC MJ&U nEN G\JM\ J\.Ju (3)
(Vn €N), Ty € [3,3] ol & (a)
Al 132 Bl (D) nen WUl O Cy il I T o Jlezaly ()

Ll a4yl o, = EZF]' & e % bl (v)nen Al O (C)
j=t

[ e ]

(Cr) & x>0 K f(z) =In(z) - e V/* 4 f(0) =0 :E;,,Lc, [0, +00[ e % all £ asual Al jemi
((0,3,7) plast dalaze dae 3 F A Jeoll ool

(Cr) =W R gy 4l ) (1)

[0, 400 L}Co\.\.mfu\w (2)

a1 2 ¢f5(0) =0 0150 3 cpd) e Gl £ O o (3)

FA S dyde o & (V> 0), F@) = “;3() e ol G (4)

(:(Cy) ) ollanil 2as A(1,0) 2l O &) WA(1,0) 1) e (T) bl dslae 571 (5)
(.f(a) ~ —0,1 dab) o(Cp) @l £l (6)
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G ¢ o)

.F(:c):/le(t)dt LU RY e B Pl e -

In(t 5 . s
{(Vt >1), f(¥) Zln(t)—ni) ol cuw\j «(Vu€eR), e >1—udlcpn (1)
2 I3
Vz>1), F(z) > zln(z) —z — In”(z) ol G’.:fw\ (2)
_ Fa) £
.zEI-&I-loo Z = e d‘ = (3)

3 5l (3 Lo wlad! G Luis J3f (4)
(oY e el £ RE Je L2 A F O cp (5)
NR=\ ui.} (6)
B> 11y Yo L5 Fz) = naslad) Of oy (a)
Aale il & 358 g Ll M5 (Bunen W Of (D)

g o
m et ()

Traduction francaise

‘ Premiére partie ]

(1) Montrer qu’il existe un unique o € ]%, %[ tel que In(a) + @ = 0, puis dresser le tableau de
signe de In(x) 4+ = pour x > 0.

(2) On pose ¢(x) = €'/* pour x > 0.

1 1
(a) Vérifier que p(z) =z <~ - +1In (a:) =0.

4
(b) Montrer que (Vz € [2,3]), |¢/(z)| < §€2/3.
(3) On considere la suite (I',),en définie par T'g = 2 et T'y11 = @(Ty).
(a) Montrer que (Vn € N), I;, € [3,3].

(b) A l'aide du théoréme des accroissements finis, montrer que (I',,) converge et déterminer sa

limite.
n

(¢) Montrer que la suite (v,) définie par ~, = — Z I'j converge et déterminer sa limite.
n
Jj=1

‘ Deuxiéme partie ’

o Soit f définie sur [0, +oo[ par f(0) = 0 et f(z) = In(z) - e~ /% pour z > 0, et (C}) sa courbe

-

dans un repere orthonormé (O, 1, 7).

(1) Etudier les branches infinies de (Cy).

(2) Montrer que f est continue sur [0, 4+o0].
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(3) Montrer que f est dérivable a droite en 0 et que f7(0) = 0, puis interpréter géométriquement.

x + In(x) o1/
xZ

(4) Montrer que (Vz > 0), f'(z) = , puis dresser le tableau de variations de f.

(5) Ecrire équation de la tangente (T') au point A(1,0). (On admet que A(1,0) est un point
d’inflexion de (Cy).)
(6) Construire (Cf) (on prendra f(a) ~ —0,1).

‘ Troisieme partie

o Soit F' définie sur R par F(z / f(t)

M R In(t

(1) Montrer que (Vu € R), e™" > 1 — u, et en déduire que (Vt > 1), f(t) > In(t) — ni )
1 2

(2) En déduire que (Vx > 1), F(x) > zln(z) — x — n2(x‘)

!

(3) Montrer que lim (z)

r—+00 X

= —+00.

4) Interpréter géométriquement le résultat de la question 3.
p g q q
(5) Montrer que F' est dérivable sur R* puis calculer sa dérivée premiere.
(6) Soit n € N.
(a) Montrer que ’équation F'(z) = n admet une unique solution 3, > 1.

(b) Montrer que (5,) est croissante et non majorée, puis en déduire sa limite.

(c) Montrer que hm (— = +o0.
n—

+o00 f
English translation

—_—

Part One }

1) Show that there is a unique a € |, 2[ with In(c) + = 0, then give the sign table of In(z) +z
3’3
for z > 0.

(2) Set p(z) = e/® for > 0.
(a) Check that p(z) =z <= % +1In (i) =0.

4
(b) Show that (Vz € [3,3]), |¢/(z)| < §e2/3.
(3) Consider the sequence defined by I'o = 2 and ', = ¢(T,).
(a) Show that (Vn € N), I';, € [3,3].

(b) Using the mean value theorem, show that (I',,) converges and find its limit.

1 n
(c) Show that ~, = - ij converges and find its limit.
j=1

[ Part Two

o Let f be defined on [0, —l—oo[ by f(0) =0 and f(z) = In(z) - e~'/* for > 0, with curve (Cy) in
an orthonormal frame (O, 7, ).

© Saad Choukri



14 Jdedl — Analyse

(1) Study the infinite branches of (Cf).
(2) Show that f is continuous on [0, +o0].
(3) Show that f is right-differentiable at 0 with f};(0) = 0, then interpret geometrically.

(4) Show that (Vz > 0), f'(z) = :1:—1—;;1(17)

(5) Write the equation of the tangent (T") at A(1,0). (It is admitted that A(1,0) is an inflection
point of (Cy).)
(6) Sketch (Cy) (take f(a) ~ —0.1).

e~ /% then draw up the table of variations of f.

[ Part Three

o Let F' be defined on RY by F(x / f(t)

In(¢
(1) Show that (Yu € R), e * > 1 — u, and deduce that (V¢ > 1), f(t) > In(t) — ni)
1 2
(2) Deduce that (Vx > 1), F(z) > zln(z) —x — 112(56)
F
(3) Show that lim B
r—+o00 I

(4) Interpret geometrically the result of question 3.
(5) Show that F' is differentiable on R and compute its first derivative.
(6) Let n € N.

(a) Show that the equation F'(x) = n has a unique solution 3, > 1.

(b) Show that (3,) is increasing and unbounded, then deduce its limit.

c¢) Show that lim & = 4-o00.
(c)

n—+oo \:”/ﬁ
Gullalls e dun a LG dls 07 Ul
sin(x) o dt

() =D ¢ o cF(O):o,F(m):/ T B R e Al P s ) e -
A Faldl of e (1)
(VzeRY), 0< F(z )<$u\uu (a)(2)

il G sl e dbaze F ALY O cww\ (b)
(Y €]0, +o0o]) (es € [, 22]), Fff) 1 +J2 = da @0)

F0) Isae Al 3 ) e Glessl abb P all) of C.M\ (b)
(Vz €]0,+o0)),  Fl@) = o 5 0,400l Je SE2N Wb F ol oy (a)(4)

. 1+ u?(z) (1 + sin?(z))
T+ @) (L 1 2(@) o))
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R o L5 dyoer w2 ¢ €] — 00,0 5 10, +oo] cAld) e F dlull ks, il (b

)

1 1 2 1
T em S B TTE S T 2)(3)
)
)

'

<1:kJdjo, —i—oo[d\s‘-\u»tﬂd\w\

O<z—F(z) < %) z+arctan(z)—arctan(2z) < F(z) <z :li ]0,+00[ oz ﬁ ) wa\ b
o lim (F(z) —x) » E&n F(z) gl cwel (c

Tr—+00

(0,1,7) it elae é“" S (Cr) @<l sl (6)

2z

dt
o On considére la fonction F' définie sur R par F(x) = /
x

1720 et F(0) = 0, ou u(z) =
sin(x)

oz

(1) Montrer que F' est impaire.

a) Montrer que (Vz € R%), 0< F(z) <z

b) En déduire que F' est continue a droite en 0.

(
(b)

(3)(a) Montrer que (Vz €10, +00[) (3ey € [, 22]), F(z) _ 1
(b)

e 14 u?(cy)’
b) En déduire que F est dérivable & droite en 0 en précisant F};(0).
14 u?(z) (1 + sin?(z))
(14 u?(x)) (1 + u?(x) cos?(x))
(b) En déduire la monotonie de F' sur |0, +00[ et | — o0, 0], puis dresser son tableau de variations

(4)(a) Montrer que F est dérivable sur 0, 400 et que F'(z) =

sur R.
(5)(a) Etabli tout t €]0, +o0| r <1 <iett LI
a) Etablir que pour tou o] : etl - ——— < —.
quep ’ 1+ = 1+ u2(t) = 1+ u2(t) = 2
(b) En déduire que pour tout x €10, +o0[ : & + arctan(x) — arctan(2z) < F(z) < z et 0 <
1
- F < —.
. (z) < 2z
(c) Calculer mErJlraooF(:r) et xglfoo (F(x) — x).
(6) Tracer (Cp) dans un repére orthonormé (O, 7, ;).
sin(z)

o Let F be defined on R by F(x) = / T a2 and F'(0) = 0, where u(z) =
. u

(1) Show that F' is odd.
(2)(a) Show that (Vo € R%), 0< F(z) <=z

b) Deduce that F' is right-continuous at 0.

5 14+ u?(cy)

(
(
F(x) 1
(
(b) Deduce that F' is right-differentiable at 0, giving F;(0).

)
(3)(a) Show that (Vx €]0,+o0]) (Fey € [z, 22]), =
)
14 u?(z) (1 + sin(z))
(14 u2(x)) (1 + u?(x) cos?(z))

(b) Deduce the monotonicity of F' on ]0, 400 and ] — oo, 0], then draw up its table of variations
on R.

(4)(a) Show that F is differentiable on |0, +oo[ and that F'(z) =

t2 1 1 1
(5)(a) Prove that for every t €10, +ool: e < T+ o) <land1-— 15220 < 2
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16 Jed) — Analyse

(b) Deduce that for every x €]0,+oo[: z + arctan(z) — arctan(2z) < F(z) < z and 0 <

1
x—F(z) < o
(c) Compute xETooF(x) and xkr—lr-loo (F(z) —z).

-,

(6) Sketch (Cr) in an orthonormal frame (O, 7, 7).

=

[ il G 5 3 50 s 08 Wl

d Al LoV

[ M e

() 2 6 2, ool J21 e B Al dad) Al v K

Lk Ll fast] i) d} f cxgmoov(x) =l (1)

ortin Lele has) Gl Iyl & e = =2 V1 0ol 3l G cpd) o vl Gzl 345 oyl (2)
w A Ol J g ot (-" «w'(z) = —%E ol c,.u‘i (| = 2,400 J&I oz e K (3)

(0,1.7) phit el Jos 3 (C1) @l oyl (4)

k e |

In(z)
L % Al b} (un)pen oS 5 V() :/0 v(t) dt k}a“. (5,400 J& e % oLl V Il jews
27 (nl) [T
n = i"l; /2 ot) - (¢ +2)"dt 2y

e o
o+ 1 ohe (1)

Al a4 laze (un)neny Wl ol C.Jw f-:' «(VneN), 0<u, <

.S 2 ) e 2
0 Z(2k+1)cw on S (2)
27+l (n 4+ 1)!
(2n + 3)!
(VneN"), S, = “0295" o gzl (b)
VE -V (@) -

L Hm Sh = —57% o e ()

(V1 € N), Upi1 — tn = —2v/E - &) Gy eolm VU o Jleszaly (a)

Traduction francaise
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[ Premiére partie ’

2
o Soit v définie sur [—2, +oo[ par v(z) = xt .
e
(1) Calculer lim w(x), puis interpréter géométriquement.
T——+00

(2) Etudier la dérivabilité de v a droite au point d’abscisse zyp = —2, puis interpréter
géométriquement.
(x+1)e®

, puis dresser le tableau de variations
2v(x)

(3) Pour tout x € ]—2, +oc], établir que v'(z) = —

de v.

(4) Tracer (C,) dans un repére orthonormé (0,1, )

{ Deuxiéme partie }

In(x)
e Soit V définie sur [e%,—i—oo[ par V(z) = / v(t)dt, et (up)pen définie par wu, =
0

2" (n) /1 o(t) - (¢ + 2)" dt.

(277/ + ].)' _92
(1) Montrer que (Vn e N), 0 <wu, < 5 i_ = puis en déduire que (u,) converge et déterminer sa
n
limite.
w k
28 . (k!
(2) Pour n € N* on pose S, = ; (21{:_&1;'
N antl, 1)!
(a) A laide d’une intégration par parties, montrer que u,1+1 — u, = —24/€ - (2(4?;;')
n !

Mont li =
(c) Montrer que JJm Sn

English translation

‘ Part One }

2
o Let v be defined on [—2, +o0[ by v(z) = re

693

(1) Compute lim wv(x), then interpret geometrically.
T—+00

(2) Study the right-differentiability of v at the point of abscissa £y = —2, then interpret geomet-

rically.
1 —X
(3) For every x € ] —2, —’—OOI:’ prove that U,(LE‘) = —(:E;_()j, then draw up the table of variations
v(x
of v.
(4) Sketch (C,) in an orthonormal frame (O, 1, ).
Part Two
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18 Jdedl — Analyse

In(z)
o Let V be defined on [6%,4—00[ by V(z) = / v(t)dt, and let (uy)pen be defined by u, =
0
27 (nl) [T
(n) / v(t) - (t+2)" dt.

(2n + 1)' —92
(1) Show that (Vn e N), 0 < u, < Qne—i— T then deduce that (u,) converges and determine its
limit.
"L 2k (k)
2) F * put S, = .
(2) For n € N* put S kZ:l(Werl)!
on+1 | 1)
(a) Using integration by parts, show that w,+1 — u, = —2\/e - (2n(f?j;')
U —
b) Deduce that (V N*), S, =
(b) Deduce that (Vn € N*), 2\[
V(L) —
(c) Show that lim S, = M
n—+o00 2\/6

Al labe s B e Jals 09 il

M e

«(Vz €R), e*(1—x) <1d‘uu a) (1)
(Vz € R), €® —1>l’\/€>‘rd\u«: b)
)
)

(
(
2 (
(

. ef—xrx—1 1 e’ —1
oef—x—1
':}«13(1):37 cww\ b

.@(O):O}x#Oﬁ¢($):ln(exail> :&@R&%A\%;M\ﬁ\,\s\gpﬂ .
e st é\:ﬂ\ d;iffc lim M} lim Mc lim p(z) ¢ lim o(z) QB SUANcwsl (1)

r——00 I r—+o00 X T—r—00 T—r—+00
anNu\;ﬁ
1

(0) = 5 o il 3 BN A, doaze Al ol el (2)
R e i) o dlll of ol (2) (3)
R e bk 2als o/ W) OF ¢y ()
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{ RPN |

(Co) 595 ¢0(0) =052 #0 K ¢(z) = i/oxgp(u)du :L}"Lquca;ﬁU Lol Wl ¢ S e
(0,1.) plat deloze no G AN oo
) G bz ¢ W1 O c (1)
{(Vz €R), ¢(—z) — p(z) = g o o i (a
o(x)

Sqﬁ(:c)—i—gétp(—x);?S(b(x)S—z oF o 0, 00 W e Lae & oK (b

p=2)
2

F(a)= PO e Kol R I e Sl 6 A of Gy (b

(Cy) il (5)

[ Al |

n

1

by = % > 0(—j) 5 an = 3 > e() rd & ()1 s (an)nz Gedbell S N (e m S -
i=1 j=1

. lm_ b, =0 01 5 e (b)azr W) OF o (1)

= i T 8 gas lonhis Wl ol e, (2

[ Premiére partie ’

(1)(a) Montrer que (Vz € R), e*(1 —z) < 1.
(b) Montrer que (Vz € R), e* — 1 > xv/e®.
e’ —x—1 1' <

R*
(2)(a) Montrer que (Va € R*), o 5

T g1
(b) En déduire lim %
z—0 x

[ Deuxiéme partie ]
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o Soit ¢ définie sur R par p(z) = In ( xx 1) pour x # 0 et ¢(0) = 0.

(1) Calculer lim ¢(z), lim o(z), lim @ et lim @, puis  interpréter
T—+00 T——00 r—+oo I T——00 I
géométriquement.
, 1
(2) Etablir que ¢ est continue et dérivable en 0, avec ¢'(0) = =5

(3)(a) Etablir que ¢ est monotone sur R.

(b) Montrer que ¢’ est strictement décroissante sur R.

[ Troisieme partie

1 X
o Soit ¢ définie sur R par ¢(z) = x/ ¢(u) du pour x # 0 et ¢(0) = 0, de courbe (Cy) dans un
0

repeére orthonormé (O, i, 7)

(1) Montrer que ¢ est continue en 0.

(2)(a) Vérifier que (Vx € R), ¢(—z) — ¢(z) = g

(b) Soit x €10, 400[; montrer que (’0(;) < o(x) < —2 et 90(;1’) < ¢(z) +g < o(—z).
(3)(a) Déterminer la limite de ¢ en 400 puis étudier la branche infinie de (Cy) au voisinage de

+00.

(b) Etudier les branches infinies de (Cy) au voisinage de —oc.
(4)(a) Montrer que ¢ est dérivable en 0 en précisant ¢'(0).

(b) Montrer que ¢ est dérivable sur R* et que ¢'(x) = M

)

Dresser le tableau de variations de ¢ sur R.
(5) Construire (Cy).

Quatriéme partie

n

1 1
o Pour n € N* on définit a,, = oo Zgo(j) et b, = o ng(—j).
7=l 3=1

(1) Montrer que (b,),>1 converge et que lim b, = 0.
- n—-+o0o

(2) En utilisant la convergence de (a,),>1, démontrer que /e = lirf
- n—-+00

English translation

‘ Part One ’

(1)(a) Show that (Vx € R), e*(1 —z) < 1.
(b) Show that (Vz € R), e — 1 > xv/e*.

er—zx—-1 1

o222

(2)(a) Show that (Vx € R*),
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Y ap— 1l

(b) Deduce lim ¢ 5

x—0 T

[ Part Two

o Let ¢ be defined on R by ¢(z) = In <m$1> for x # 0 and ¢(0) = 0.
e
p(x)

(1) Compute hrjrﬂ o(z), lim ¢(z), lim ¢(z) and lim ——= then interpret the results ge-
T—>+00

T—>—00 r—+oco I T——00 I
ometrically.

1
(2) Prove that ¢ is continuous and differentiable at 0, with ¢’(0) = —5

(3)(a) Prove that ¢ is monotone on R.
(b) Show that ¢’ is strictly decreasing on R.

[ Part Three

1 x
o Let ¢ be defined on R by ¢(z) = m/ ¢(u) du for x # 0 and ¢(0) = 0, with curve (Cyg) in an
0
orthonormal frame (O, 1, ).

(1) Show that ¢ is continuous at 0.
(2)(a) Check that (Vz € R), ¢(—z) — ¢(z) =

N8

(b) Let x €]0, 4o00[; show that go(ac) < ¢(x) < —E and cp(—a:) < ¢z )+ < o(—x).
(3)(a) Determine the limit of ¢ at +oo then study the mﬁnlte branch of (C¢) near -+o0.
(b) Study the infinite branches of (Cy) near —oo.
(4)(a) Show that ¢ is differentiable at 0, giving ¢'(0).
(b) Show that ¢ is differentiable on R* and that ¢'(z) = M

X

(c) Draw up the table of variations of ¢ on R.
(5) Sketch (Cy).

[ Part Four ’

n

1
. FornEN*deﬁneanzﬁz »(j) and by, QZQO
j=1

(1) Show that (by,),>1 converges with lim b, = 0.
- n——+oo

(2) Using the convergence of (ay)n>1, prove that /e = lim

n—-+00

BZEE N AR CU N PUSR N IS 10 1l
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B Al Lo adl

{ M e l

lsde A > 0y ) =3 1]{: e I, ool o B Al fo ol Al ot N o oS
.l;.'B
10, +oo[ £ In, 400l oo & fr A OV (2) (1)
400 G An My S b fu(w) = A alall & il (b)
bl Mo (An)zt B Bl e ()
A >n+1 :nZnoﬂd}QQAnod‘xL@s?h\c ,\?}14553 () (2)
el e _ s [Tt Ao dt e
sy Tl (2 13l A 5 Ag i bl il £ cAn_n 2 g)\g/An_n T )
G( n)ﬂZI “:'.JM\
ELPN |
.f(x):m2ln(1) LLLC JIn(2), +oo[ Je @ all f asuall A jom o
.xgrfm (f(x)+x) o 2il)rjrnoof(w) ‘x_>(11i§](02))+ f(x) :L.S.u.\.:&\ JJJU\ ‘LL"“LC YU SLLA el (1) (1)
2+ e”

«(Vz €]In(2), +0]), f'(x) =

2—e”

(a)
o1 5 ]In(2), +oof Je BlztN 26 £ wld) of ¢y (D)
JIn(2), +oo[ Je f Wl ©lgs g - (c)

S AN e a5 0l (d)

0.7,7) plizt dabaza dno (3 f I oo 58 (e)
J =]1n(2), +oo] Cau (2)

T S Q) o conpad p Tl 2T o s f o (a)

— ;,((:cx)) <a bl Id e ﬂ ol L;u «a= f710) -~ (b)

tni1 = an = ((Z")) 5 00=1n(3) : b & %A1 ) (an)oer oI (3)
{(Vn eN), o €]ln(2), ] ol Q;u' (2)
b Ll el & g (am)nen W Of g (b)
.éJu\ﬁ Mxs (an)neN @L‘Lﬂ\ ;\i“f‘ Sde (C)

Traduction francaise
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Premiére partie ’

1
e Soit n € N*. On consideére f,, définie sur |n, +oo[ par f,(z) = g - et A > 0 une constante.
T —
k=0
(1)(a) Montrer que f,, est une bijection de |n,+oo[ vers |0, +-o0].
(b

)

) En déduire que I’équation f,(x) = A admet une unique solution A, dans |n,+oo].
(c) Déterminer la limite de (A,)n,>1 en justifiant la réponse.

)

n
1
(d) On pose H,, = Z z ; montrer que H, — +o0.

] n——+0oo
(2)(a) Montrer qu’il existe ng € N tel que pour tout n > ng, A\, > n + 1.

)\n"rl t )\n dt
(b) Montrer que / - <A< / — puis en déduire un encadrement de A3 et Ag.
An—n Ap—n—1
Que peut-on en conclure sur les termes de (Ap)p>17

[ Deuxiéme partie }

o Soit f définie sur |In(2),+oo[ par f(z) =2 —2In <62 _ 1>'

(1)(a) Calculer les limites suivantes avec interprétation géométrique :  lim  f(x), lim f(x)
z—(In(2))+ T—+00

et xEI—lr—loo (f(z) + ).
24"

(b) Montrer que f est dérivable sur |In(2), +oo] et que f'(z) = 5o

)
(c) Dresser le tableau de variations de f sur |In(2), o0l
(d)
(e) Construire la courbe de f dans un repére orthonormé (0,17, 7).
(2) On pose I =]In(2),+ool.

(a) Montrer que f est une bijection de I vers un intervalle .J & déterminer, en précisant f~!.

Etudier la concavité de la courbe de f.

(b) On pose a = f~1(0). Montrer que pour tout = € I : z — ;((x)) <a
z
(3) Soit (a)nen définie par ap = In(3) et a1 = ap — JJ:/((an))_
an

(a) Montrer que (Vn € N), o, €]1n(2), .
(b) Montrer que («,,) est monotone, puis en déduire qu’elle converge.

(c) Déterminer la limite de () en justifiant la réponse.

English translation

Part One }

n

1
o Let n € N* and let f,, be defined on |n, 400 by f,(z) = Z p— with A > 0 a fixed constant.
k=0

(1)(a) Show that f, is a bijection from |n, +oo[ onto |0, +oo].
(b) Deduce that the equation f,(z) = A has a unique solution A, in |n, +ool.

(c) Determine the limit of (A,)n>1, justifying your answer.
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n
1
(d) Put H,, = kZ_l i show that H, T +o0.
(2)(a) Show that there exists ng € N such that A\, > n + 1 for all n > ny.

(b) Show that / - <A< / = then deduce bounds for A3 and Ag. What do you
An—n An—n—1
conclude about the terms of (A,)n>17

‘ Part Two ’

o Let f be defined on |In(2),4+o00[ by f(z) =2z —2In <€2 _ 1)'

(1)(a) Compute the following limits with geometric interpretation: ~ lim  f(z), lim f(z)and

z—(In(2))+ T——+00
i (f(z) + ).
(b) Show that f is differentiable on |In(2), +oo[ and that f'(z) = ; i_ Z:
(¢) Draw up the table of variations of f on |In(2), +oo.
(d) Study the concavity of the curve of f.
(e) Sketch the curve of f in an orthonormal frame (O, 7, ).

(2) Put I =]In(2),+ool.

(a) Show that f is a bijection from I onto an interval J to be determined, specifying f~!.

(b) Put o = f~1(0). Show that for every x € I: x — J{/iz)) < a.

(3) Let (ap)nen be defined by ap = In(3) and appy1 = oy, — ;/((Zn))‘

(a) Show that (Vn € N), a;, €]In(2), o.
(b) Show that (cv,) is monotone, then deduce that it converges.

(c) Determine the limit of («,), justifying your answer.
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Nombres complexes = Complex numbers
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B Al LoV al

-

sin

ko . .
B€]0,3[ L (Sn(0) =) i; ) bl (Sn(0))o W S N e K

k=1

dx T —0

1 .
£>-\J) '/0 2?2 — 2xcos(h) + 1 B 2sin(0) O (1)
N e e n (S (2)

i

(.x2—2x cos(0)+1 = (z — cos(#))*+sin2(8) O

1 gheind ] ok &
(Vz € ]0,1]), e el m—r, +kzo<xe ) Ol e (a)
Ll o ey 8(2) S (e 0.1), 8 (S ) = sin(6) o op 32 (b
il e s v ST T ge® ~ 22 —2zcos(d) +1 o 5 (B)

o2 Sg.\iaﬁ\ Sdall

T —0 L sin ((n + 1)0) — x sin(nf £
{(VneN*), S,(0) = 5 —/0 1:"< ($(2j_2$)03)8(9)+1( )>d:v43\ G’;w\ (c)

L [sin((n+ 1)) — zsin(nd) 2 " . . g
/Ojj ( 22 — 2x cos(f) + 1 )dx‘SMW.L:AN u‘nﬁ‘“‘uﬁf@’)

Al Vo Byl (S (0))zy Wl O e o 8 0 el (4)

.

“~ sin(k6
e Pour n € N* on définit S,,(0) = sml(f ), oufel0,5[
k=1
1
d -0
(1) Montrer que /0 .~ —2xc§s(9)+1 = 27;in(0)' (Remarquer que x? — 2wcos(f) + 1 =
(z — cos(0))* + sin2(6).)
(2) Soit n € N*.
1 1" eind n-1 Nk
(a) Montrer que (Vx € [0,1]), T 2c® — 1 20 + kzzo (xew) .

25



26 4 Jaa)| 31N — Nombres complexes

0 9
(b) Vérifier que (Vz € [0,1]), < <1 j$ei9) = 5= 211?;5)?(9) 1 ou (z) désigne la partie

imaginaire de z.

L1 N —0 L [sin((n+ 1)8) — xsin(nd)
(¢) En déduire que (Vn € N*), S, (9)— 5 /0 x ( 7~ 2z.cos(0) + 1 )dm.

sin ((n + 1)0) — x sin(nd) d 2
| < —m5—.
— 2z cos(@) +1 ~ (n+1)sin?(0)
(4) En déduire, de tout ce qui precede que Sn(Q))n>1 converge et déterminer sa limite.

(3) Montrer que pour tout n € N* :

n . ke
o For n € N* define S,,(0) = sm(k), where 6 € ]0, 5.
k=1
L dx T—0 2
(1) Show that / 7~ ozcon(@) 1 1 = 25in(0)’ (Note that 22 — 2z cos(f) + 1 = (z — cos(f))” +
sin(6).) ’
(2) Let n e N*.
1 " zn@
(a) Show that (Vz € [0,1]), Tl —T, + kz (fce )
0
(b) Check that (Vx € [0,1]), < (1 _e ew) = 2= 2:25)2)(0) 1 where (z) denotes the

imaginary part of z.

T—0 1 sin ((n + 1)0) —  sin(nh)
D h * n = - " '
(¢) Deduce that (Vn € N*), S,(0) 9 /0 z ( x? — 2xcos(f) + 1 da

1 : o
/ o (sm((n +1)0) xsm(n@)) de| < ‘
0 22 — 2xcos(f) + 1 (n + 1) sin(0)

(4) Deduce from all the above that (S,(f)),~, converges and find its limit.

(3) Show that for every n € N*:

Sty 2l A sl e bles 02 s

MmEC* E (En): 22— (m+m)z+mm+i(Mm—m)+1=0 dskdl C i 4 dJ«:,u .

A= (m—m+ 20) N\&wﬁ Aau\ﬂd\wu&(a)(l)
(Epn a\bbzl\d, (b)

3 C(m —1i) «B(m) cA(m) :hadl jea (O, ,7) V.LLJ Aelaze é«w RSPy 9;.\,23)\ LMY L} (2)
D(m +1)

Veitwe D 5 C (B oA Ll O &y (a)
By 61355 %sly 5 B oS s Ry Oyl 5 By &lys %1y 5 A oS gl Ry Olysl) sew (b)
Ri(M) =M ot 2 42 czg\,ﬂ\écusuié)\M",M' M Ll om0y — O =1 G
M7y M M b)) 355 ol o G M(z) Ll iey# sde ol LRy(M) = M

© Saad Choukri



4zl 31N — Nombres complexes 27

 On considére dans C I'équation (E,,) : 22 — (m +m) z + mm +i(m —m) +1 =0, ou m € C*.
(1)(a) Vérifier que le discriminant de (E,,) s’écrit A = (m — m + 2i)*.
(b) Résoudre 'équation (Ey,).
(2) Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O, ,v), on considére les points
A(m), B(m), C(m —i) et D(m +1).
(a) Montrer que A, B, C' et D sont alignés.

(b) On consideére la rotation R; de centre A et d’angle 61, et la rotation Ry de centre B et
d’angle 05, avec 6y — 0 = m. Soient M, M' et M" d’affixes respectives z, 2’ et 2" telles que
Ry(M) = M'" et Ro(M) = M". Déterminer I’ensemble des points M (z) pour lesquels M,
M’ et M" sont alignés.

o In C consider the equation (Ey,) : 22 — (m +m) 2 + mm + i (M — m) + 1 = 0, where m € C*.
(1)(a) Check that the discriminant of (E,,) can be written A = (m — 7 4 24)%.
(b) Solve the equation (Ep,).
(2) In the complex plane with orthonormal frame (O, , %), consider the points A(m), B(m),
C(m —1i) and D(m +1).
(a) Show that A, B, C' and D are collinear.

(b) Let R; be the rotation with centre A and angle #;, and Ry the rotation with centre B
and angle 6, where 61 — 6, = 7. Let M, M’ and M” have affixes z, 2/ and 2’ with
Ry(M) = M" and Ry(M) = M". Determine the set of points M(z) for which M, M’ and
M" are collinear.

—_— e

oz Hais Slss 031l

A do i) 13 By A ool e ((0,,9) e 5 it dalase an ] g g til (gl -
b=2+V3+isa=1—i

2 . - . » é_ Z% '4-. Ry
.@ﬂ‘Y\&JcbéM\;M\J\fca—(1+\/§)e &\uau& (1)

I 1 o 7T . . 5 wl

Bl M\ Q\ G".;x,«‘) cBld;-)J» .—g 4:':)‘))00;‘/ EQ,G\RQ‘J).QLBM\ o) Blugj (2)

A(0,0) syl 1l B alaid) sl

M=M ot gl o M Ll i & (H) Sy 4(0,4)

J(H) %o yosk) 3] Obailr B 5 0 oehid) 01 oo 532 (a)

)AM’W\GL&TC;R .r>0£,,a—z:rei9L@lé-)cM;éOchj«A\OﬁwMﬂ(b)
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(H) G ged] ) M 3hid) ois Wl e )6 oo ¢ o = rei(5-9)
sdo £ o(H) degedl Q) of5 M 6 15] kb y 13 Bpagiis 055 0 5 B oM L) Of oy (c)
’ J(H) %6 goit]

Traduction francaise

o Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O, i, 7). On considére les points
A et B d’affixes respectives a =1 —i et b= 2+ /3 +i.

b o
(1) Vérifier que — = (1 + \/§) e's, puis écrire b sous forme exponentielle.
a

(2) Soit B; 'image de B par la rotation R de centre O et d’angle —%. Déterminer 'affixe de Bj,
et en déduire que Bj est le symétrique de B par rapport a l'axe (O, ).
(8) Soit M un point du plan, M son image par R, et M’ le symétrique de M; par rapport a Iaxe
(O, @). Soit (H) I’ensemble des points M tels que M = M.
(a) Vérifier que O et B appartiennent a (H).
(b) Soit M # O d’affixe z = re? avec r > 0. Montrer que 'affixe de M’ est 2/ = 'rei(%fe), puis
déterminer les valeurs de 0 pour lesquelles M appartient a (H).

(c) Montrer que M, B et O sont alignés si et seulement si M appartient & (H), puis déterminer
(H).

English translation

o The complex plane is referred to a direct orthonormal frame (O, u, 7). Consider the points A
and B with affixesa=1—iand b= 2+ /3 +1.

b n
(1) Check that — = (1+ v/3) €'3, then write b in exponential form.
a

(2) Let B; be the image of B under the rotation R with centre O and angle —%. Determine the
affix of By, and deduce that Bj is the reflection of B in the axis (O, @).
(8) Let M be a point of the plane, M; its image under R, and M’ the reflection of M; in the axis
(O, u). Let (H) be the set of points M with M = M'.
(a) Check that O and B belong to (H).

(b) Let M # O have affix z = re’® with r > 0. Show that the affix of M’ is 2’ = re'(§79) | then
find the values of 6 for which M belongs to (H).

(c) Show that M, B and O are collinear if and only if M belongs to (H), then determine (H).

T3l € a5 ChLs iz 04 2l

T Al Lo adl
(Ry) OVysdll yems (N SN uﬁ.;) .(O,e‘i,e‘ﬁ)ﬁl?») V.ln.{ Jolaze é:w 3! e (P) L“gJi’J\ G o
«(YM € (P)), Ro(M) = My a5 gzln wlyp5 By 5 1 81 Ol B akidl of» gl

(VM € (P)), Ryty (M) = Rua (M) O oo 32 (1)

© Saad Choukri



4zl 31N — Nombres complexes 29

,‘ MnMn+1

&l B 28111( 7T

s5) hd B aE G (P) oo M i K4l il (2)
— 3 1
.(B—]>\4, MnMn+1) = <2n+2 = 2> T [271-]
n+2
k€ {23, n+2) K Op=Ri(0) Lo on =) 00; 5 (3)
k=2
(Yae[0.5]), 5 <s <a><aoh}u ()

L lf‘"f Q\j LAJ)LM (Son)nEN* Ubﬂ.‘ d\ v (b)

AN
IA
h

l\3\>1

Traduction francaise

o Le plan complexe (P) est rapporté a un repére orthonormé direct (O, €7, €3). Pour n € N*, soit
(Ry) la rotation de centre B d’affixe 1 et d’angle 2% ; on pose R, (M) = M, pour tout M € (P).

(1) Vérifier que (VM € (P)), R}

n+1 (Mn) = Rn+1(M)~

M, M, —-_—
(2) En déduire que pour tout point M # B : it ogin (#) et (BM,MnMnH) =

3 1 BM
n+2

(3) On pose ¢, = ZOOk, ou O = Ri(O) pour k € {2,3,--- ,n+ 2}.
k=2

(a) Montrer que (Va € [0, %D , % <sin(a) < a.

3

(b) Montrer que (¢, )nen+ converge et que sa limite L vérifie 1 <L<

N 3

English translation

e The complex plane (P) is referred to a direct orthonormal frame (O, €7,¢é3). For n € N*| let
(R,) be the rotation with centre B of affix 1 and angle 21”; put R, (M) = M, for every M € (P).

(1) Check that (VM € (P)), R,1; (M) = Ruy1(M).

M, M, —_—
(2) Deduce that for every point M # B: W—H = 2sm<2 +2> and (W,MnMnH) =
3 1
n+2
(3) Put ¢, = ZOOk, where Oy = R;(O) for k € {2,3,--- ,n+2}.
k=2

(a) Show that (Va € [0,%]), % <sin(a) < a.

IN
t~
IN

(b) Show that (¢p)nen+ converges and that its limit L satisfies

=13
N

Ruolizaly Ao s Gl Usles 05 Wl

2 Al Lo Ll
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(BE) : 22— (1+i)(w+2i)z+i(w+2i)? = dslall e +(0, 4, 7) Sle rh.: olaze %"" Al O gudn (gl o
.WZOBM%OJQ('_';.M J;—‘jb ZQC,.??- C(E)'AJM‘&ZQ} Zl_f"/-‘j .(JJEC&? 0

A= (1= i) (w+2)? K8 Je K (B) dsladl e OF G (2) (1)

(B) Aol do il (b)
v W] = 2 Sk M 5 B oA L) OF Gy JM(=2+2i) 5 B(z2) cA(z1) bl ems (bl (2)
g w3\ 5 M oS gl Olsdl R oS Jw| #2 01 (255 (3)

2 =izt di B R Oyl i) 3 O oy (a)

R Oyl A 5y C bl Gk sum (D)

.(BC) L (AD) 5 BC = AD &1 &y R Olysill B iy D 259 (c)

Traduction francaise
s

o Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O, u, ¥). On considére 1’équation (FE) :
22 — (141i)(w+2i)z+i(w+2i)% =0, ot w € C. On note 21 et 23 les solutions de (F), zo désignant
celle qui est réelle lorsque w = 0.

(1)(a) Montrer que le discriminant de (E) sécrit A = ((1 — i) (w + 2i))%.
(b) En déduire les solutions de (F).
(2) Dans la suite, on consideére les points A(z1), B(z2) et M(—2 + 2i). Montrer que A, B et M
sont alignés <= |w| = 2.
(3) On suppose |w| # 2. Soit R la rotation de centre M et d’angle g

(a) Montrer que l'écriture complexe de R est 2’ =i -z + 4i.
(b) Déterminer l'affixe du point C, image de A par R.
(c) Soit D I'image de B par R. Montrer que BC = AD et (BC) L (AD).

English translation

o The plane is referred to a direct orthonormal frame (O, @, #). Consider the equation (FE) :
22 — (1 +i)(w + 2i)z + i(w + 2i)? = 0, where w € C. Let z; and 22 denote its solutions, 29 being
the one that is real when w = 0.

(1)(a) Show that the discriminant of (E) can be written A = ((1 — i)(w + 2i))*.
(b) Deduce the solutions of (E).
(2) In what follows consider the points A(z1), B(z2) and M (—2 + 2i). Show that A, B and M
are collinear <= |w| = 2.

(3) Assume |w| # 2. Let R be the rotation with centre M and angle g

(a) Show that the complex form of R is 2’ =i - z + 4i.
(b) Determine the affix of C, the image of A under R.
(c) Let D be the image of B under R. Show that BC = AD and (BC) L (AD).
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Ll sz 15 Gy ad e 06 3

M e

a€C & (E): 22— (3a—2i)z+2a% — 4ai =0 :ﬁbbl\(C'dcf,s.‘:\L}J?:,a .
(o) dslall 8 g8 A S (A = (a+2)2 O &y (a) (1)
W(By) sl Jgo 3,8 G“.Sw\ (b)
il < za| St Aslall Jo 20 9 21 S sa=1+i ol o2 A JIsd) s L"; (2)
.zij’—i—zQ:O:\JTOndlﬁ(‘célﬁl\o&iJ\dczQ)zl S (a)

LN

J(zy =2a) d(zr =1i) La)l e o(0,61,6) &l rla_t olxze gw: Al e (P) gl g gadl
K(zg =a—2i) »

€ iR 08 13 b 4 13) Geies K 5 J 5 1 Ll 01 2 (1)
5 GBJKH CBU 0 St H Al el JIK B )l wa g iR OF G2 (b b (2)
H b 3 sl sl
3+i)a—2-2i ¢ 3—i)a+2— 2 . o
oy = OFDOZ220 B2 DIABER o de oo H i g o G (a)
Ao ITHE U0 0K Wl o Gla g il (b)

Traduction francaise

Premiére partie

e On considére dans C I'équation (E,) : 22 — (3a — 2i)z + 2a% — 4ai = 0, ou a € C.
(1)(a) Montrer que A = (a + 2i)?, ott A est le discriminant de (E,).

(b) En déduire I’ensemble des solutions de (E,).
(2) On suppose a =1+ i; soient z1 et 23 les solutions avec 21| < |z2.

(a) Ecrire z; et 23 sous forme trigonométrique, puis vérifier que 22+ 2 =0.

(b) En déduire, sous forme algébrique, les racines cubiques de zs.

Deuxiéme partie
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o Le plan complexe (P) est rapporté a un repére orthonormé direct (O, €7, €3). On considere
I(zr =1), J(z5 = 2a) et K(zx = a — 2i).

(1) Montrer que I, J et K sont alignés si et seulement si a € iR.

(2) On suppose a ¢ iR. A Pextérieur du triangle IJK, on construit le point H tel que le triangle

JK H soit rectangle isocele en H.
3—1 2 —2i 34 )a—2—2i
(a) Montrer que l'affixe de H s’écrit zg = ( z)a;— L ou 2 = 3+ 1)(12 3

(b) En déduire les valeurs de a pour lesquelles IJH K est un carré.

English translation

Part One

« Consider in C the equation (E,) : 22 — (3a — 2i)z + 2a® — 4ai = 0, where a € C.

(1)(a) Show that A = (a + 2i)?, where A is the discriminant of (E,).
(b) Deduce the solution set of (E,).
(2) Assume a =1+ 74; let z; and 29 be the solutions with |z1| < |z2].
(a) Write 27 and 29 in trigonometric form, then check that 23 + 2z = 0.

(b) Deduce, in algebraic form, the cube roots of zs.

Part Two

o The complex plane (P) is referred to a direct orthonormal frame (O, €7, €3). Consider I(z; = 1),
J(z7 =2a) and K(zx = a — 2i).

(1) Show that I, J and K are collinear if and only if a € iR.

(2) Assume a ¢ iR. Outside the triangle I JK, construct the point H such that the triangle JKH

is right-angled and isosceles at H.
3= 2 = 2 3+i)a—2—2
(a) Show that the affix of H can be written zp = ( Z)a;_ " or 2y = (Ehi z)a2 .

(b) Deduce the values of a for which IJHK is a square.

\Jos"ai d.:.bu:) Obﬁ}h) &1J>5 07 .é\.]iw-o

d Al LoV

0 €10, 7] E (Fp) : 222 — 2€¥02 4+ isin(0)e® =0 Wslall C Z\crs}-\ L}J\:x .

.é&l\ ‘_ﬁ.ﬁ\ dc W g g_.,:\f‘ f: cJ:L\ J,\‘/ Iy (Ep) dolall J= (1)

J(=1) I(1) M (e?) Ll yoms (0,61, 63) Al s V.E__t delaze gw‘ Al s (P) ) g2l (2)
.—g 4:':}\)} M a;‘/ S;.,M d\)}_,\}\ T 9 2 WJ M of‘/ LE_,\H 51@&” h Og} ~M2(22)} Ml(zl)

(MiMy) gl 3l (1) el O il & oM 3yl H6 MIT EU O oy (a)
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(M) = T 5 h(My) =T Ol & i+ (b)

-

.WT’(I)}J}M‘E}J‘QTU;IL
e +1 e o 0 o
] € iR Ol wa\ iiie
.g,ﬁsMu:,mu,.,;o,gLMyg\eﬁsm (©)

« On considére dans C I'équation (Ep) : 222 — 22 + isin()e = 0, ou 6 €]0, 7.
(1) Résoudre (Ep) en détaillant les étapes, puis écrire ses solutions sous forme trigonométrique.
(2) Le plan complexe (P) est rapporté a un repére orthonormé direct (O, €1, €3). On considére
M(e), I(1), J(—1), M1(z1) et Ma(z2). Soient h I’homothétie de centre M et de rapport 2, et
r la rotation de centre M et d’angle —3
(a) Montrer que le triangle MIJ est rectangle en M, puis en déduire que (I.J) est parallele a
(M, Msy).
(b) i. Montrer que h(My) =1 et h(Ms) = J.
ii. Montrer que M, J et r(I) sont alignés.
10
ei? — 1
(c) Déterminer les valeurs de 6 pour lesquelles le périmetre du triangle MI.J est maximal.

iii. En déduire que € R.

English translation

« Consider in C the equation (FEjp) : 222 — 2¢%2 + isin(f)e?? = 0, where 6 €]0, 7.
(1) Solve (Fy), showing the steps, then write its solutions in trigonometric form.

(2) The complex plane (P) is referred to a direct orthonormal frame (O, €7, €3). Consider M (e),
I(1), J(—=1), My(z1) and Ms(z2). Let h be the homothety with centre M and ratio 2, and r
the rotation with centre M and angle —g.
(a) Show that the triangle M1J is right-angled at M, then deduce that (I.J) is parallel to
(M Ms).
(b) i. Show that h(M;) = I and h(Ms) = J.
ii. Show that M, J and r(I) are collinear.
eiG +1

iii. Deduce that —
e —1

€ iR.

(c) Determine the values of § for which the perimeter of the triangle MIJ is maximal.

Shssladulyy sulss  folinal 08 Wl

2 Al Lo al

. I
—~

Fp):m2224+m3z2+1—im?2 =0 :ﬁ;b&\@g”ﬁcrm”'c\iw e m S e

A =m? (m2 +2i)° Sl o K (F) dslad) 32 01 e 32 (a) (1)
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W(Frn) A3l Jy Lasl (D)
2 .
A (zA __m +Z) L)l e (0,61, 6) 2l o VJ:...{ dolaze é&e Al Cads (P) gad] g udl (2)

m
(3
Mz = Blzg=—
(2 =m) 5 (»ZB m>

m— ZA s afl o
R =4— | -
s €R < arg(m) A [m] OV Cw (a)

Vieeitws M 3 B 9 A Ll 05 &2 M(m) Ll G 2 il (b)
T (M) =B 5 r(M) = M’ «r(A) = A piai g )y 5 B oS gl Olpdlr (S (3)
By A ki) p K s (a)
J(BM) tkad) Caaze p B 01y (b)
(BI) L (AB) &1 gzl & c% iR O ol Wik zp 5 [AM] Babadl) Coazie T oSJ (€
A'B' = 2BI ,

.

Traduction francaise

e Soit m un nombre complexe non nul ; on considére dans C I'équation (F,,) : m?22 +m3z +1 —
im? = 0.
(1)(a) Vérifier que le discriminant de (Fy,) s’écrit A = m? (m? + 2i)2.

(b) Donner les solutions de (F,).

(2) Le plan complexe (P) est rapporté & un repére orthonormé direct (O, é€7,€3). On considére
2 . .
me +1 i
A(zA:— + ),B(zB:) et M (zpr = m).
m m

m—za T
eR <— =4-— .
e arg(m) =+ [r]

(b) En déduire ’ensemble des points M (m) tels que A, B et M soient alignés.
(3) Soit r la rotation de centre B et d’angle g On pose 7(A) = A', r(M) = M' et r—1(M) = B'.

(a) Montrer que

(a) Déterminer les affixes de A’ et B'.

(b) Montrer que B est le milieu du segment [B'M’].

zZpr — ZA!
ZB — 21

(¢) Soit I le milieu de [AM] et z; son affixe. Etablir que € iR, puis en déduire que

(BI) L (A’B') et A'B' = 2BI.

English translation

« Let m be a non-zero complex number; consider in C the equation (Fy,) : m?22+m3z+1—im? =
0.

(1)(a) Check that the discriminant of (F,) can be written A = m? (m? + 22’)2.
(b) Give the solutions of (F,).
(2) The complex plane (P) is referred to a direct orthonormal frame (O,¢€i,é3). Consider

2 . .
A <ZA = —mm+2>, B <ZB = 7;> and M (zp = m).

(a) Show that 2:22 €ER <« arg(m) = :l:% [7].
(b) Deduce the set of points M (m) for which A, B and M are collinear.

(3) Let r be the rotation with centre B and angle g Put 7(A) = A, 7(M) = M’ and r—1(M) =
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B

(a) Determine the affixes of A" and B'.

(b) Show that B is the midpoint of the segment [B'M’].
)

(c¢) Let I be the midpoint of [AM] with affix z;. Prove that ZB RN ¢ iR, then deduce that
2B — 21
(BI) L (A'B') and A'B' = 2BI.

~ =

[ 85 1050 5 #50ms)| yosr 09 Ul ]
R? -y (a,b) UQ) (0,€1,6) &ls r)":"\"’l’*"e""‘&‘u}‘*“ Gswnl] o

W(E):22% —daz+2a> + (14 iV3) 02 =0 :ﬁ;&l\@dﬂ; cab#Od\ UPSL céikﬁs (1)

(F A;la«U‘_}a-u—a—i-b(——H\[) d\uﬁu.a.é a

(a)
{(B) dolall sl 22 lul (b)
.ékl\ﬁﬁ\écv—u%ﬂgc]u]2+\v]2:2\a+ib]2didﬁdiﬁ- (©)
.v}u}a—b}b}a&;\jﬂ\é‘:@lﬁ&g\(P)JL&U&V}U,E}B,A‘;S:) (d)
esiis V s U 4 A L:u\ow,i.
Olelaze (BV) 5 (BU) Cpogpzad | u\u« ii.
Vo U el clalY dws J.LJ:.;\ (B 3 A bzl e BN i
@’ —ab+ 07 =1 ¢t z=a+ib G OI5 gadl o M(2) Ll &e,2 (p (H) (2)
WM\W\@MJ}TrﬁcMG(H):\/gg\z\g\/iﬂwi (a)
(D’)Qﬁ)jcr:\/ﬁatcu}j:\/g(l+i) di\o\SJM\offgﬁ\ua,ﬁ\ (D) &4 (b)
J(H) C ((D)N (D) &) ¢ O dazll audl ke
S bl 3k sie .0 dhil 4l Lk (C7) 5 (D) oA ad G (©) 71 5SS (<)
(Lot s uf&u Sy Pold j) (C) 5 (C)
H) JE 552 5o (PS) il o e (d)
T & 5 om — arctan(3) 4::}\)}005‘/9;.3\&\)}.0\7“)L%W}Oog/é.ﬁ\gw\hﬂ (3)
woh Gk Py S Gy Q
H) J) 0l @ 5 T b O oy (a)
eV (@l PTSQ £ O e ()

C

Traduction francaise

e Le plan (P) est rapporté a un repeére orthonormé direct (O, €1, €3), et soit (a,b) € R2.
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(1) On suppose ab # 0 et on considére dans C I'équation (E) : 22% — 4az +2a? + (1 4 iv/3) b% = 0.
1 3
(a) Vérifier que u =a+b <—2 + z{) est solution de (E).
(b) En déduire ’ensemble des solutions de (E).
(c) Vérifier que |u|? + |v|?> = 2|a + ib|?, puis écrire v — u sous forme trigonométrique.
(d) Soient A, B, E, U et V cinq points de (P) d’affixes respectives a, b, a — b, u et v.
i. Montrer que A, U et V sont alignés.
ii. Montrer que les droites (EU) et (EV) sont perpendiculaires.

iii. A partir des points A et B, donner une méthode géométrique de construction des points
UetV.

(2) (H) est 'ensemble des points M (z) d’affixe z = a + ib tels que a® — ab+ b* = 1.

p 2
(a) Etablir que M € (H) = \/; < |z| < /2, puis interpréter géométriquement.

2
(b) Soit (D) le disque de centre J d’affixe j = \/;(1 + 1) et de rayon r = /2, et (D') son
symétrique par rapport & O. Montrer que (H) C ((D) N (D")).
(c) Soit (C') le cercle bordant le disque (D), et (C') son symétrique par rapport a O. Déterminer

les deux points d’intersection de (C) et (C') (notés P et S; il suffit de déterminer leurs
affixes).

(d) Montrer que la droite (PS) est un axe de symétrie de (H).

(3) Soient h I’homothétie de centre O et de rapport %, et r la rotation de centre O et d’angle
m — arctan(3). Soient T" et @ les images de S et P par 7 o h.
(a) Montrer que T et @ appartiennent a (H).
(b) Montrer que le quadrilatéere PT'SQ est un parallélogramme.

 The plane (P) is referred to a direct orthonormal frame (O, €3, €3), and let (a,b) € R2.
(1) Assume ab # 0 and consider in C the equation (E) : 22% — 4az + 2a® + (1 + iv/3) b* = 0.

1 3
(a) Check that u =a+1b (—2 + 1\2[> is a solution of (E).

(b) Deduce the solution set of (E).
(c) Check that |u|? + |v]|?> = 2|a + ib|?, then write v — u in trigonometric form.
(d) Let A, B, E, U and V be five points of (P) with affixes a, b, a — b, u and v respectively.
i. Show that A, U and V are collinear.
ii. Show that the lines (EU) and (EV) are perpendicular.
iii. Starting from A and B, give a geometric construction of U and V.

(2) (H) is the set of points M (z) with affix z = a + ib such that a® — ab + b? = 1.
2
(a) Prove that M € (H) = \/; < |z| < v/2, then interpret the result geometrically.
2
(b) Let (D) be the disc with centre J of affix j = \/g(l + ) and radius r = v/2, and (D’) its

symmetric with respect to O. Show that (H) C ((D) N (D")).

(c) Let (C) be the circle bounding (D), and (C") its symmetric with respect to O. Determine
the two intersection points of (C') and (C’) (call them P and S; it is enough to give their
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affixes).
(d) Show that the line (PS) is an axis of symmetry of (H).

(3) Let h be the homothety with centre O and ratio %, and r the rotation with centre O and
angle m — arctan(3). Let T and @ be the images of S and P under 7 o h.
(a) Show that 7" and @ belong to (H).
(b) Show that the quadrilateral PT'SQ is a parallelogram.

00—

el s ils Goltoy a icgare 10 e

€ C Eu= (Bp) 22 —2mz —2(1+4) = 0 dalall C dcset) 3 yoms o

(Eiyz) A5l C epud) 3 Jo (2) (1)
Yo 2 5 21 Lo <0 Aakd) G Bl S b OS5 Ma(za) 5 Mi(21) 5 O Ll &f e 22 (b)
(Biya) Aol
f(Brn) Aslall Yo 29 5 21 Eom ¢Ma(22) 5 Mi(21) <N (m?) <M (m) L)) guadl gl G oSS (2)
0 3l 3 3, £6 OM My ) 05 Lol oo G M(m) Ll iy (1) 59
(Em) doll) g 0 A Com ¢ = 4 [m?] = |A] (0 G %) £6 OMIM, EIT) 20 oy (a)
(m=o+iy pog) M(z,y) € (T) <= 2% =2+ 2y +2 =0 o & (b)
Corbai) oY i 3 b el 2 ¢ s OMIN My (£ 0B M(m) € (T) <67 13) &l ¢y (<)
e gee 21 il sl 5uE 0SS L My 5 My

Traduction francaise

e On considére dans C P'équation (E,,) : 22 — 2mz — 2(1 +i) = 0, ot m € C.
(1)(a) Résoudre dans C I’équation (E“/ﬁ>

(b) Vérifier que les points O, Mj(z1) et Ma(z2) forment un triangle rectangle en O, ou 21 et 2y

sont les solutions de (EZ \/5)

(2) Dans le plan complexe, soient M (m), N(m?), My(z1) et Ma(22), ol 21 et zo sont les solutions
de (E;,). Soit (I') 'ensemble des points M (m) pour lesquels le triangle OM; M, est rectangle
en O.

(a) Montrer que : (le triangle OM; M est rectangle en O) <= 4 ‘m2| = |A|, ot A est le
discriminant de (E,,).

(b) Montrer que M(z,y) € (T) <= 2% —y? + 22y + 2 =0 (en posant m = = + iy).

(c) Montrer que si M(m) € (I') alors le quadrilatere OM; N M est un rectangle, puis donner
une méthode géométrique de construction de M; et My connaissant un argument de z;.

English translation
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 Consider in C the equation (E,,) : 22 — 2mz — 2(1 + ) = 0, where m € C.
(1)(a) Solve in C the equation (E2ﬁ>
(b) Check that the points O, M;(z1) and Ms(z2) form a triangle right-angled at O, where z;
and zo are the solutions of E; V3 )
(2) In the complex plane let M (m), N(m?), M1(z1) and Ma(zs), where z1 and 29 are the solutions

of (Ep,). Let (T') be the set of points M (m) for which the triangle OM; M, is right-angled at
0.

(a) Show that: (the triangle OM;Mj is right-angled at O) <= 4|m?| = |A|, where A is the
discriminant of (E,,).

(b) Show that M(z,y) € (I') < 22 —y? + 22y + 2 = 0 (setting m = z + iy).

(c) Show that if M(m) € (I') then the quadrilateral OM;NM> is a rectangle, then give a
geometric construction of My and Ms when an argument of z; is known.
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Structures algébriques = Algebraic structures

A.oj_o.op Uﬁpﬁ C.lpjanl C““b 01 AJLu.o ]

2 Al Lo Ll

I gast| on }LJ—(O 1> cI:((l) 2) cOz(O 0> ca.;Mg m}\ubﬂaﬂ:&c)ﬁd

a b
JF={ M(a,b) = b) € R? |
{(a,) <_2b H%)/(a € } &t
oy 5 d Ll s & ¢ R gmee oL (F+,) O o (1)

(M3(R), X) oo s o2 F 01 G (2)

%M\J_(a,b)eRQgL?z:aﬁtib(:;v\io ;.,\cf.kueg;é\) F 2 C e 2all o gl e (3)
M(a —b,b)

(F = {0}, %) £ (€, %) oo K 0 0l ey (a

{(F = {0}, %) & gl (b

f(F 4, %) &y sl (c

)
)
)
X Byiall o gl Com oJ x X =37 — AL Ul dslal) Flegestl g Jo (d)

n ntl . ((n—1)m . /nm . s
JV=—(V2)" " sin < 1 > I+ (\/5) sin (Z) J ,(Vn e N* —{1}) ol o (4)

0 0 1 0 0 1 S0
e Dans Ms(R) on pose O = (0 O)’ I = (0 1), J = (_2 2), et on considére F =

{M(a,b): (_C;b af%> /(a,b)eR2}.

(1) Montrer que (F,+,-) est un espace vectoriel réel, puis en déterminer une base et la dimension.
(2) Montrer que F est une partie stable de (M3(R), x).
(3) Soit ¢ I'application de C vers F qui & tout z = a+ib, (a,b) € R?, associe la matrice M (a—b, b).
(a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (C*, x) vers (F — {O}, x).
(b) En déduire la structure de (F' — {O}, x)
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(c) Déterminer la structure de (F,+, ).
(d) Résoudre dans F' I'équation J x X = 3J — 41, d’inconnue la matrice X.

(4) Démontrer que (Vn € N* — {1}), J" = — (\@)THr1 sin <(n_41)ﬂ> I+ (\f) sin <n47r> J.

0 0 1 0 0 1 .
o In M3(R) set O = (0 O)’ I = (0 1), J = (2 2), and consider F =

{M(a,b): (_‘;b af%) /(a,b)eRQ}.

(1) Show that (F,+,-) is a real vector space, then determine a basis and its dimension.
(2) Show that F is closed under multiplication in Ms(R).

(3) Let ¢ be the map from C to F sending each z = a + ib with (a,b) € R? to the matrix
M(a — b,b).

(a) Show that ¢ is a homomorphism from (C*, x) to (F' — {O}, x).

(b) Deduce the structure of (F — {O}, x).

(c) Determine the structure of (F,+, x).

(d) Solve in F' the equation J x X = 3J — 41, where the unknown is the matrix X.

(4) Prove that (Vn € N* — {1}), J*" = — (\@)R—H sin <(n—41)7r> I+ (\/i)nsin <%> J.

=

aosll o, il les.; 021l

d Al LoV

G ={z€C, |z| <1} icsest| yom o
(V(z,7) €GxG), 147 #£0 3] &y (1)
.z*z—fj; g8 G X G o (27) K (2)
(M(z,2) €GxG), L+ZP = [+ 2> = (1= |212) (1 = |Z]2) ol ¢ (a)
G legedl G Jals 57 05 « of gzl (b)
(i Jie) G aesedl & Jols *o,w\y, (©)
)

~¢§>‘~.~"J:¢ 3,05 (G,%) Of (d

WER E (Hy={z=a-€e? ae]—1,1} szl ox (3)
atao . - Y
zxZ = oo © s(V(ayd) €] = 1,1[x | = 1,1]) «(V(z,2") € Hy x Hy) ol O RE (a)
.UJL’I 3/) (H@,*) N] U.."f'& C(G,*) U»J.E:..M ¢ o Hy ol c“..:w\ (b)

e On considére G = {z € C, |z]| < 1}.
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(1) Montrer que (V(z,2') € G x G), 1+zz' #0.

z+ 2

2) Pour (2,2/) € G x G P

(2) Pour (z,2) x G on pose z * z 53
a) Montrer que |1+ z2/|° — |z + 2/|* = (1—12?) (1= 12')?).

(

(b)
(c)
(d) Montrer que (G, %) est un groupe non commutatif.

(3) On considere Hy = {z =« ef ac]-1, 1[}, ou g e R.

En déduire que * est une loi de composition interne dans G.

La loi * est-elle commutative dans G 7 (Justifier.)

a+ o o0
1+a-o
(b) En déduire que Hy est une partie stable de (G, %), puis montrer que (Hp, *) est un groupe
commutatif.

(a) Vérifier que pour tous 2,2’ € Hy et a,a/ €] —1,1[: 2% 2 =

o Consider G ={z€C, |z| < 1}.

(1) Show that (V(z,2") € G x G), 1+zz' #0.

242

1+3z2"

a) Show that |1 +22/|* — |z 4+ 2/|° = (1 — |2]?) (1 - |#/]?).

)

b) Deduce that * is an internal composition law on G.
)
)

(2) For (z,2') € G x G set zx 2 =
(
(
(c) Is the law * commutative on G? (Justify your answer.)
(d) Show that (G, *) is a non-commutative group.

(3) Consider Hy = {z =a-e¥ ac]-1, 1[}, where 0 € R.

a+o i

l+oa-o
(b) Deduce that Hy is closed in (G, *), then show that (Hy, %) is a commutative group.

(a) Check that for all z,2' € Hp and o, €] — 1,1 zx2' =

ioniall S50V o) 4L Gligtadl o gur 03 1

o3 H = {N(a,b) / (a,b) € R?} i 4ast| yox 5 N(a,b) = (

a b . R ( b)
o (a .
5p atw) &0 &
J=N(0,1) 5 I = N(1,0)

(1
Adsls 5 (H,4) o o (a) (1)
(M2 (R), )JM¢fHu\C.,w (4J2—2J 5Iu\u«, (b)
B3l e (H, 4+, 5) O et (<)
2 o Lgza el (C, +,) SJ (2)
o(Cy+,) sbadll oLl (1,14 20) 5,31 01 g (a)
(a,D) € R Eom ez = at (1 +20) K2 o smy 1S, 5 2 i e 8 0 gl (b)
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Traduction francaise

a b

e Pour (a, b) € R2 on pose N(a, b) = <—5b a-+2b

avec I = N(1,0) et J = N(0,1).

) et on considére H = {N(a,b) / (a,b) € R*},

(1)(a) Montrer que (H,+) est un groupe commutatif.
(b) Montrer que J? = 2J — 51, puis en déduire que H est une partie stable de (Maz(R), x).
(c) Montrer que (H,+, X) est un corps commutatif.
(2) Soit (C,+, ) l'espace vectoriel de dimension 2.
(a) Montrer que la famille (1,1 + 2i) est une base de (C, +,-).
(b) En déduire que tout z € C s’écrit de maniére unique z = a + b(1 + 2i) avec (a,b) € R
(c) Soit z = a + b(1 + 2i) et ¢ lapplication de (C,+) vers (H,+) associant & z la matrice
N(a,b). Montrer que ¢ est un isomorphisme de C vers H.
(d) Montrer que (Vz,2' € C), ¢(z x 2') = ¢(2) x ¢(2').

1_v3 3
(3)(a) Etablir que ¢ (; +z\g§> =12 5\/% . +4\/§
1 4 . 2n 4 o0s (2T) — Lain M) lsin(—”)
(b) Pour n € N* montrer que [(p (2 + z{)] — (C S (—3;)81n2(%r)( 3 o (é) , ;Sin (o2
a b

e For (a,b) € R? set N(a,b) = <
I=N(1,0) and J = N(0,1).

. B ) ‘
_5h a+2b> and consider H = {N(a, b) / (a,b) € R }’ i

(1)(a) Show that (H,+) is a commutative group.
(b) Show that J? = 2J — 51, then deduce that H is closed in (M3(R), x).
(c) Show that (H,+, x) is a commutative field.
(2) Let (C,+,-) be the vector space of dimension 2.
(a) Show that the family (1,1 + 2i) is a basis of (C,+,-).
(b) Deduce that every z € C is written uniquely as z = a + b(1 + 2i) with (a,b) € R2.
(c) Let z = a + b(1 + 2¢) and let ¢ be the map from (C,+) to (H,+) sending z to N(a,b).
Show that ¢ is an isomorphism from C onto H.
(d) Show that (Vz,2 € C), p(z x 2') = p(z) x p(2).
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/3 1 V3 V3
1 3 5 4 I
Prove th 1,.v3) _[27 4
(3)(a) Prove t at<,0<2+z2) _5\/§ 1 ﬁ
4 2 4
nm 1 nm 1 nm
(b) For every n € N*, show that =+ @ — (%) — 3sin (%) - ()
’ 2 —3sin (1) cos (™) + § sin

M e

£ 04 90" =043 eN—{0,1}) :&ut A o | pae a S 5 Bdely Wl (A, +, %) S o
V(A4 %) G G bgas 1 Y a el O oy (1)
AL ady (A4, x) B 3 Lgas & 1a —a el O 0y (2)

11

1 -1 .
M(a,b) :C'ARQOA(a,b)ﬁ} K= (_1 1>}H= <1 1) b sl e e
2 . ) a+b a—0»

Ms(R) o M ={M(a,b) / (a,b) € R?} i d) dosust| yuni o ¢

a—b a+b
adsle 505 (M, +) ol o (1)
Ma(R) 3 b yiall o ) il 8 s M 01y (2)
fa 2 Jo il (M, +, ) Of il (3)
«(Vn € N), (M(a,b))" = 21 (a" - H+b"- K) Ol oy (4)

Traduction francaise

Premiére partie

« Soit (A, +, x) un anneau unitaire et a € A tel que (In € N—{0,1}); a” =04 et a®* # 04.

(1) Montrer que a n’est pas inversible dans (A, +, x).

(2) Montrer que 14 — a est inversible dans (A, +, x) et déterminer son inverse.
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‘ Deuxiéme partie

a+b a—>b
11 -1 a—b a+b)’

et on considére M = {M(a,b) / (a,b) € R?}.

o Soient H = <1 1) et K = < L _11> Pour (a,b) € R? on pose M(a,b) = (

(1) Montrer que (M, +) est un groupe commutatif.

(2) Montrer que M est stable pour le produit matriciel dans Ms(R).
(3) En déduire que (M, +, x) est un anneau. Est-il integre ?

(4) Montrer que (Vn € N*), (M(a,b))" =2""(a"- H +b" - K).

English translation

‘ Part One ’

o Let (A, +, x) be a unital ring and a € A such that (3n € N —{0,1}); a® = 04 and a"* # 04.
(1) Show that a is not invertible in (A4, +, X).

(2) Show that 14 — a is invertible in (A, +, x) and determine its inverse.

‘ Part Two ’

o Let H = <1 1) and K = (11 _11> For (a,b) € R? set M(a,b) = (CH_b a—b)7 and

11 a—b a+b
consider M = {M(a,b) / (a,b) € R?}.

(1) Show that (M, +) is a commutative group.

(2) Show that M is closed under matrix multiplication in M (R).
(3) Deduce that (M, +, x) is a ring. Is it an integral domain?

(4) Show that (Vn € N*), (M(a,b))" =21 (a" - H +b" - K).

Oy %5«]).0 73\0:(/5- D) 05 3\Ji-n-m

Bl Y1 el
cN&enﬂa”“—an*acal:acaozecfdaeGﬁ e W) b ae 1sls 5 ) (Gox) oS e

M,&\M.aé—edﬁf&.ﬁﬁd‘écﬁ;xb}@\u&ﬂ (G, %) ga&&alcﬂ)
sdeqab=0alC> F={xcG|(3kcZ),z=0b) s E={2cG|(3Fkecl), x—ak
ol Yo

(B, %) 800 82 5,05 (Frx) 01 5 (Go%) 800 22 5,05 (B %) O g (1)
UAg=1=>E=F :Jt) ooV o (2)

Traduction francaise
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« Soit (G, *) un groupe commutatif d’élément neutre e. Pour a € G on pose a’ = ¢, a! = a, a"t! =

a" xa pour n € N, et a~! désigne le symétrique de a dans (G, *). On suppose qu’il existe £ € N*
tel que a* = e. On considére E={z € G| (3k € Z), z=a*} et F = {z € G| 3k € Z), z = b*},
ou b=a?avec q € N* g # 1.

(1) Montrer que (E, x) est un sous-groupe de (G, *) et que (F,*) est un sous-groupe de (E, *).
(2) Montrer I'implication : fANq=1=—= E =F.

English translation
1

e Let (G,*) be a commutative group with identity element e. For a € G set a® = e, a' = a,
a"tt = a" xa for n € N, and let a~! be the symmetric of a in (G, *). Assume there exists ¢ € N*
with a® = e. Consider E = {z € G| (3k€Z), x=a*} and F = {z € G| Tk € Z), z = b*},
where b = a? with g € N*, ¢ # 1.

(1) Show that (E, %) is a subgroup of (G, *) and that (F ) is a subgroup of (E, ).

(2) Prove the implication: fANq=1= E =F.
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Traduction francaise

o Sur |—Z,Z[ on définit la loi interne x par  x y = arctan (v/3 + tan(z) + tan(y)).

(1) Montrer que (] — % [ , *) est un groupe commutatif.
(2) Pour z € |-%, % on pose f(z) = V3 + tan(z).

(a) Montrer que f est un isomorphisme de (] —&

[,%) vers (R, +).
(b) En déduire de nouveau la structure de (]—%, %[, *).
(c) Montrer que {arctan (In(z) — v/3) / > 0} est un sous-groupe de (]—Z,%[,*).

us

2
us

2
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(3) Pour z € |-%,Z[ on pose 2™ = gxx---x, avec n € N*.
—
n fois

(a) Déterminer Iexpression de z(™ en fonction de = et n.

(b) Résoudre dans ]—%, g[ I'équation z(2016) = 2 4+ m

English translation

o On |—%, 7| define the internal law by z * y = arctan (v/3 + tan(z) + tan(y)).

(1) Show that (] Lz [,*) is a commutative group.
(2) For z € |-Z, 2] set f(z) = V3 + tan(x).
(a) Show that f is an isomorphism from (]—%, %[, ) onto (R, +).
(b) Deduce again the structure of (]—%,%[,*).
(c) Show that {arctan (In(z) — v/3) /z > 0} is a subgroup of (]—Z,Z[,*).
(3) For z € |-%, 2] set ™ =gxz-. %z, with n € N*.
n times

(a) Determine the expression of (™ in terms of z and n.

2016) __
(b) Solve in ]—5, 5[ the equation z(2016) = z 4 m
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F ={al +bA [/ (a,b) € Z*} desast] yoxi 3 I = M(1,0) y A= M(1,1) C"‘(3)

A2 =24 - Iu\uo‘_,;.;- (a)
.A.aw\"}} U)L Vi (F Iy >< d\ Y (b)
Mﬁl{w,@u\», (F,+,%) J» (¢)

Traduction francaise

Premiére partie

e On munit G = RY x R de la loi interne T définie par (z,y)T(2',y') = (z2/, Yxy +2'y), out
n € N*.
(1) Montrer que (G, T) est un groupe non commutatif.

(2) Etablir que (H, T) est un groupe commutatif, ot H = {(1,y) / y € Z}.

[ Deuxiéme partie }

« On considére D = {M(m,y) - (%5 i) / (z,y) € G}.

(1) Montrer que D est une partie stable de (Ms(R), x).

(2) Montrer que 'application ¢ qui & (z,y) associe M (z,y) est un isomorphisme de (G, T) vers
(D, x), puis en déduire la structure de (D, x) en précisant 'inverse de M (z,y).

(3) On pose A= M(1,1) et I = M(1,0), et on considére F = {al 4+ bA / (a,b) € Z*}.
(a) Vérifier que A% =2A — 1.
(b) Montrer que (F,+, X) est un anneau commutatif unitaire.

(c) (F,+, x) est-il un corps? Est-ce un anneau intégre ?

English translation

Part One }

o Equip G = R x R with the internal law T defined by (z,y)T(2',y") = (z2’, {xy' + 2'y),
where n € N*.
(1) Show that (G, T) is a non-commutative group.

(2) Prove that (H, T) is a commutative group, where H = {(1,y) / y € Z}.

[ Part Two }

« Consider D = {M(x,y) = (%‘% i) / (z,y) € G}.

(1) Show that D is closed in (M3z(R), x).

(2) Show that the map ¢ sending (x,y) to M(x,y) is an isomorphism from (G, T) onto (D, x),
then deduce the structure of (D, x), giving the inverse of M (z,y).

(3) Put A= M(1,1) and I = M(1,0), and consider F = {al +bA / (a,b) € Z?}.
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(a) Check that A2 =24 —I.
(b) Show that (F,+, x) is a commutative unital ring.
(c) Is (F,+, x) a field? Is it an integral domain?

=
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f(z) = tan(z) — 1 pE Ll e JQ (2)
S S Al st R 2 T e W f 0Ty (a)
(%) 2 (R +) oo S f1 00y (D)
(I, %) A g~ e G’:ﬁw\ (c)
(Ey) : 2™ 123 = 0wslall I:\.C}A;'\ L}J«Z&v .(3‘/ n *w‘ f".';) 2 = gxr*- - ¥z c&[uﬁ €T ‘_}Q (3)
dpdie e ek = e o oI JI&] L_B o s Mo &5 (Ey) dolal QTL;; (a)
0 < an < 5 b piein g b s sien 6l 2l (b)
Aale 1502 3G (an)nen Wl OF Je a0 ()

Traduction francaise

o Sur I =]—%, %[ on définit la loi interne * par V(z,y) € I?, z*y = arctan (tan(z) + tan(y) — 1).

(1) Montrer que (I, ) est un groupe commutatif.
(2) Pour = € I on pose f(x) = tan(z) — 1.

(a) Montrer que f est une bijection de I vers R, en précisant f~*.

(b) Montrer que f~! est un homomorphisme de (R, +) vers (I, *).

(c) En déduire de nouveau la structure de (1, *).
(3) Pour z € I on pose (™ = x %z % --- %z (n fois). On considére dans I 'équation (E,) :

™ + % = 0.

(a) Montrer que (E,) admet une unique solution «,, dans I, n € N*.
(b) Etablir que pour tout n € N*, 0 < ay, < T
)

4
(c) Démontrer que (ay,)nen+ converge et déterminer sa limite.

English translation

e On I =]-%,%][ define the internal law * by V(z,y) € I?, z * y = arctan (tan(z) + tan(y) — 1).

(1) Show that (I,x) is a commutative group.
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(2) For x € I set f(z) = tan(x) — 1.
(a) Show that f is a bijection from I onto R, giving f~1.
(b) Show that f~! is a homomorphism from (R, +) to (I, *).
(c) Deduce again the structure of (I, ).
(3) For z € I set 2™ =z xz % --- xz (n times). Consider in I the equation (E,) : z(™ + 23 = 0.
(a) Show that (E,) has a unique solution «,, in I, where n € N*.
(b) Prove that for every n € N*, 0 < o, < %

(c) Prove that (o, )nen+ converges and determine its limit.
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2 (Cx) oo M SV M(a,b) Byaall z = atib i s 8 b gl ¢ Gaad) OF 0 (3)
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b b
a+— ——
e Pour (a,b) € R? on considére M (a,b) = 3bﬂ \/% et, dans anneau (M3 (R), +, x),
V2 V2

Pensemble H = {M(a,b) / (a,b) € R?*}.
(1) Montrer que (H,+) est un groupe commutatif.
(2) Montrer que H est une partie stable de (Ma(R), x).

(3) Montrer que l'application ¢ qui a tout z = a + ib associe M(a,b) est un isomorphisme de
(C*, x) vers (H — {0}, x).
(4) En déduire que (H,+, x) est un corps commutatif.

English translation

b
ot — ——
 For (a,b) € R? consider M(a,b) = Sb\/§ % and, in the ring (Ma(R),+, %), the
vz TR
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set H = {M(a,b) / (a,b) € R?*}.
(1) Show that (H,+) is a commutative group.
(2) Show that H is closed in (M3(R), X).

(3) Show that the map ¢ sending each z = a +ib to M(a,b) is an isomorphism from (C*, X) onto
(H — {0}, x).
(4) Deduce that (H,+, x) is a commutative field.

=

e G ol 10 Wl

V(a,b) €R? axb=1In(e"+€) : b ;}fu*‘:;;.u\ S AN OBR Je B e
fd + 051 s (2) (1)

(@wxz)rz =0 R 3 Jo (b)
Cdoy ga Jo b >a O 13 b 4 15 (Ge € R), axa=b 4l oy (2)

S O el 5+ o) Ja vt (br0) = (a+B)x(ate) R ooy bya 4l or 5id (3)

+ On définit sur R la loi interne * par V(a,b) € R%, axb=1In (e + €°).
(1)(a) La loi  est-elle associative ?

(b) Résoudre dans R I’équation (z * x) * z = 0.
(2) Montrer que : (3x € R), a *x = b si et seulement si b > a. Est-il unique ?

(3) Vérifier que pour tous a, b, c de R : a+ (bxc¢) = (a+b) x (a + ¢). L’addition + est-elle
distributive par rapport a la loi * 7

English translation

e On R define the internal law * by V(a,b) € R?, a* b =1In (ea + eb).
(1)(a) Is the law x associative?

(b) Solve in R the equation (x % z) * z = 0.
(2) Show that: (3x € R), a*z = b if and only if b > a. Is it unique?

(3) Check that for all a, b, cin R: a+ (bxc¢) = (a+b) x (a + ¢). Is addition + distributive with
respect to the law *?

=
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ol ssall 585 s )8 01 il

2 Al Lo Ll

. 2 3 < .
Wd%‘b}a@‘taﬂ<g)zz%N*Qw(avb) Zss e ndl sn 2500 s meN S -
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at+ib) = (a—ib)" O gy & by a sV 0 sl (1)
—2(2ib)"! = (a — ib) (Zc’f )Lk (2ib)* 1) ol =il (2)

(2072 oy a? 42 o =l (3)
@b =2% 3k e (1,2, ,2n —2) QTG::M (4)
=801 gl & ek =100 ¢y (5)

Traduction francaise

2
e Soit » € N, n > 5. On suppose qu’il existe (a,b) € N*2 tel que tan (W> = %, avec a et b
n
premiers entre eux. On pose z = a + ib et § = arg(z) €| — 7, 7[.
(1) Calculer 6 en fonction de a et b, puis montrer que (a + ib)"™ = (a — ib)™.
(2) En déduire que —2(2ib)" ! = (a — ib) (Z C*(a )R (2i0)k )
(3) En déduire que a® + b2 divise (2b)*"2.
(4) En déduire qu'il existe k € {1,2,---,2n — 2} tel que a? + b? = 2F.
(5) Montrer que k = 1, puis en déduire que n = 8.
2 2 a
e Let n € N, n > 5. Assume there exists (a,b) € N** with tan =3 where a and b are
n

coprime. Put z = a + ib and 6 = arg(z) €| — 7, 7].

51
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(1) Compute 6 in terms of a and b, then show that (a + ib)" = (a — ib)".
(2) Deduce that —2(2ib)" ' = (a — ib) <Z C*(a — ib)" 17k (2ib)k~ )

(3) Deduce that a? + b* divides (2b)*"~2.
(4) Deduce that there exists k € {1,2,---,2n — 2} with a® 4 % = 2F.
(5) Show that k = 1, then deduce that n = 8.
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4 e ied) i Yat+1sa—1 gl el ol o (3)
4 e il Ja Ya— 101 555 (4)
.(a+1)/\<a_1>:14ﬁ¢; (a)

b 390l legle Gandl O Sl Olons® Olse Va1 ,/L;l ol O gzl (b)

—1 . o el g .
}3%@;&\&?(})—1)(\%\?90K\3\‘4\@f.(p,q)eN*QgL?p3:3q3+1d\uaj£ (3)

g 33w Olewis 3 Ol Olows® Olsde &/p2 +p+ 1

Traduction francaise

Premiére partie

« Soit p un nombre premier avec p > 3, et x € Z tel que 2 +1 =0 [p)].

(1) Montrer que p =1 [4]. (On pourra utiliser le théoreme de Fermat.)

(2) Soit I 'ensemble des nombres premiers de la forme 4k + 1. On pose P = | 2 H pi | +1.
pi€l
(a) Montrer que 3 ne divise pas P.
(b) Etablir que p| P => p=1 [4].
(¢) En déduire que I est infini.

Deuxiéme partie

—b
(1) Soit (a,b) € N*2 avec a # b et a® + ab + b? divisant ab(a + b). Montrer que ’aﬁ‘ > 1.
a
2) Montrer que pour tout (a,b) € N*2 tel que a Ab =1 et ab = ¢ avec (¢,n) € N*2, il existe
(2) que p (a, q | |
(O‘aﬂ) e N*2 vérifiant (a, b) — (Oén”Bn).

Troisieme partie

o Soit (a,b) € N*2 tel que a® = 2b% + 1.

(1) Montrer que a Ab=1.

(2) Montrer que (a+1)A(a—1)=2.

(3) Montrer que 'un des deux nombres a — 1 et a 4+ 1 n’est pas divisible par 4.

(4) On suppose que a — 1 n’est pas divisible par 4.

-1
(a) Montrer que (a + 1) A (a > ) =1.

=1
(b) En déduire que 4/ a 5 et v/a + 1 sont des entiers naturels qui divisent b.

—1
(5) On suppose p? = 3¢>+1 avec (p, ¢) € N*2. Montrer que si 9 ne divise pas (p—1), alors { pT

et v/p2 + p+ 1 sont des entiers naturels qui divisent q.
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English translation

Part One ’

e Let p be a prime with p > 3, and z € Z with 22 + 1 =0 [p].
(1) Show that p =1 [4]. (Fermat’s theorem may be used.)

(2) Let I be the set of primes of the form 4k + 1. Put P = | 2 H pi| +1
pi€l

(a) Show that 3 does not divide P.
(b) Prove that p| P = p=1 [4].
(c) Deduce that I is infinite.

Part Two

(1) Let (a,b) € N*2 with a # b and a® + ab + b? dividing ab(a + b). Show that |a\3/—>:| > 1.
a

(2) Show that for every (a,b) € N*2 with a Ab = 1 and ab = ¢", (¢,n) € N*2 there exists
(a, B) € N*2 such that (a,b) = (a”, ).

Part Three

e Let (a,b) € N*2 with a® = 2b% + 1.

(1) Show that a Ab=1.

(2) Show that (a+1)A(a—1)=2.

(3) Show that one of the two numbers a — 1 and a + 1 is not divisible by 4.
(4) Assume a — 1 is not divisible by 4.

(a) Show that (a+ 1) A <“;1) ~1

-1
a and v/a + 1 are natural integers dividing b.

(b) Deduce that

—1
(5) Assume p® = 3¢® + 1 with (p, ¢) € N*2. Show that if 9 does not divide (p — 1), then { pT

and {/p? + p + 1 are natural integers dividing q.

=

LY\ ot 3lys, Glislye 03 s

3 Al Lo adl

W7 e 20070 oAl 481 L) 3L sue () (1)
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© Saad Choukri



oblud ! — Arithmétique 55

2017207 16 = 0 [77) O el (c)

f(B) s az+an =0 [11] U dsbl) Z 3 sem 5 can = ) 2017% 4 a = 2017207 pa N e K (2)
k=0

= 20, [11] 0B (B) dsled Yo 2 0K 13] ) L;y (2)
A1 e Aol 2l Uyl Gﬁfw\ fi (B) Aol Jgl dc 8 sue (D)

Traduction francaise

(1)(a) Déterminer le reste de la division euclidienne de 20172017

par 7.
(b) Déterminer, suivant les valeurs de n € N, le reste de la division euclidienne de 4™ par 11.
(c) En déduire que 2017297 + 6 = 0 [77].

n
(2) Pour n € N on pose a = 20172017 et @, = ZQOl?k, et on considere dans Z 1’équation

k=0
(E) :ax + o, =0 [11].

(a) Montrer que si x est solution de (E), alors z = 2a, [11].

)
(b) Déterminer I’ensemble des solutions de (E), puis en déduire celles qui sont divisibles par
11.

English translation

(1)(a) Determine the remainder of the Euclidean division of 2017297 by 7.

(b) Determine, according to the values of n € N, the remainder of the Euclidean division of 4™
by 11.
(c) Deduce that 2017297 + 6 = 0 [77].

n
(2) For n € N put a = 2017?77 and «,, = 22017’“, and consider in Z the equation (E) :
k=0
ax + an =0 [11].

(a) Show that if x is a solution of (F), then z = 2a, [11].
(b) Determine the solution set of (E), then deduce those solutions divisible by 11.

3k+1 )&l e 1l el 04 Wl

B Al L1 adl

M e

.a2+a—i—1;M\f@p;’,ﬁéS‘y&k}xfTij.\cpﬂ}anﬂ .

(@ —1=(a—1)(a®>+a+1) ol L>Y) a® =1 [p| o) cn (1)
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.p/\(a—i—l):l}p/\(a—l):ldii\{ (2)

USG) k=3 pab =1 (] Gk peie g b e 3o rel OF Sl (G b bzl (3)
) (+l Ol 1 Jlanzed

p=103] O oy o ka e Gobiz (4)

e

A = (3(n!)? + 3(n!) + 1 g N e K.

4d\}..~5\2q=,.}'d~:..~\) .pnzl[3]}pn>n¢:$pn\.“.5jb‘\§‘}..iiz4naﬂ\cN*ynﬁdTi\{ (1)
(s o3 e
€N o 3+ 1 S Jo x5 @ a2V sleW) e 3V e g 4] gl (2)

Traduction francaise

‘ Premiére partie

« Soit a € Z et p un nombre premier strictement supérieur a 5 tel que p divise a® + a + 1.
(1) Montrer que a® =1 [p]. (Remarquer que a® — 1 = (a — 1)(a® + a + 1).)
(2) Montrer que pA(a—1)=1letpA(a+1) =1

(3) En utilisant ce qui précede, établir que le plus petit entier naturel non nul & vérifiant a* = 1 [p]
est k = 3. (On pourra raisonner par l’absurde.)

(4) En appliquant le théoréeme de Fermat, montrer que p =1 [3].

Deuxiéme partie

« Pour n € N* on pose 4, = (3(n!))* + 3(n!) + 1.

(1) Montrer que pour tout n € N*| A, admet un diviseur premier p,, tel que p, > n et p, =1 [3].
(Utiliser le résultat de la question 4 de la premiére partie.)

(2) En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers positifs de la forme 3k + 1, k € N*.

English translation

Part One

e Let a € Z and let p be a prime strictly greater than 5 such that p divides a® + a + 1.
(1) Show that a® =1 [p]. (Note that a® — 1= (a —1)(a® +a+1).)
(2) Show that pA(a—1)=1land pA(a+1)=1.

(3) Using the above, prove that the smallest non-zero natural integer k with a* =1 [p] is k = 3.
(A proof by contradiction may be used.)

(4) Applying Fermat’s theorem, show that p =1 [3].
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[ Part Two }

« For n e N* put 4, = (3(n!))* + 3(n!) + 1.

(1) Show that for every n € N*, A,, has a prime divisor p,, with p, > n and p, =1 [3]. (Use the
result of question 4 of Part One.)

(2) Deduce that there are infinitely many positive primes of the form 3k + 1, k € N*.

—_— e

il 555 Esaro ulys 05 2L

.a/\bzlj(a,b)GZQC,.?cD:a4—|—b4C'a.§ .
(Vke€Z), (2k+1) =1 [16] mw (a) (1)

D =2[16] 5] D=1[16] of =l (b)
.D;.\aﬂb:}Uﬁb‘Bpﬂ )

.S&p;M%J&Y\M\éL)»rwc(H:UEZ),x [p] g\cww\ (c)
(V) Joads Olal Jlerzal AS) wp=1 el (d)
e Onpose D =a*+b% ot (a,b) €Z? et a Ab=1.
(1)(a) Montrer que (Vk € Z), (2k +1)* =1 [16].
(b) En déduire que D =1 [16] ou D = 2 [16].
(2) Soit p un diviseur premier impair de D.
(a) Montrer que p Aa = 1.
(b) Montrer qu’il existe ¢ € Z tel que (ac)* = —1 [p]. (Utiliser le théoréme de Bézout et la
question précédente.)
(¢) En déduire que (3z € Z), 2" = —1 [p], ou r est le reste de la division euclidienne de p par

8.

(d) Etablir que p =1 [8]. (On pourra raisonner par disjonction des cas.)

English translation

e Put D = a* + b*, where (a,b) € Z? and a A b = 1.

(1)(a) Show that (Vk € Z), (2k +1)* =1 [16].
(b) Deduce that D =1 [16] or D = 2 [16].
(2) Let p be an odd prime divisor of D.
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(a) Show that pAa = 1.

(b) Show that there exists ¢ € Z with (ac)* = —1 [p]. (Use Bézout’s theorem and the previous
question.)

(c) Deduce that (3x € Z), 2" = —1 [p|, where r is the remainder of the Euclidean division of
p by 8.

(d) Prove that p =1 [8]. (A case-by-case argument may be used.)

Loy Lo 100 slscly fmn ] 50 06 Wl

(Vn €N), ani2 = (2a+ Dant1 — s a1 =2a+1 cap =2 : b g B all 20l Yl (an)no S -
wa € N* E> cala+ 1)ay
(V0 €N), ans1 Ala(a+1)] =101 gy (1)
(Vn €N), ani1 Aan =101 oy (2)
«(Vn €N), aznt1 =0 2a+1] ol &y (3)
(M@ B7) €Z3), anB=1,7]a) = anfy=hl ¥ el o (a) (4)
(¥ EN), aznsz Aasnsr =1 O gzl (b)

o Soit (an)n>0 la suite définie par ag = 2, a1 = 2a + 1 et apt2 = (2a + 1)ap4+1 — a(a + 1)a, pour

tout n € N, ou a € N*,

(1) Montrer que (Vn € N), apy1 Afa(a+1)] = 1.

(2) Montrer que (Yn € N), apt1 Aay = 1.

(3) Montrer que (Vn € N), agpt1 =0 [2a + 1].

(4)(a) Montrer I'implication suivante : ((¥(a,3,7) € Z%), aAB=1et y|a) = aA By =]yl
(b) En déduire que (Vn € N), agp+3 A agni1 = 1.

English translation

o Let (an)n>0 be defined by ap = 2, a1 =2a + 1 and an42 = (2a + 1)ap41 — a(a + 1)a, for every

n € N, where a € N*.

(1) Show that (Vn € N), apy1 Afa(a+1)] =1.

(2) Show that (Vn € N), ant1 Aa, = 1.

(3) Show that (Vn € N), azp+1 =0 [2a + 1].

(4)(a) Prove the following implication: ((V(a,8,7) € Z*), aAB=1and v|a) = a A By = |7/
(b) Deduce that (Vn € N), agny3 A agnt1 = 1.
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SiCsats 2017 SV ssall 07 il

a Al LoV Ll

k+2015 o

(k= 2) A (k +2015) = (k —2) A2017 O c (a) (1)

+al 506 2017 O o0 532 (b)

Hy = {p(k) €Z [ k € Z} Ul e gost) Jaiy 54 (C)
aAB=1=B2A(a2-B%) =10l n (2)

Hy = {\/go(k:) eQ/keZ} A e ped) iz sde (3)

k + 2015
o Soit k € Z —{2}. On pose ¢(k) = %

(1)(a) Montrer que (k —2) A (k +2015) = (k —2) A 2017.

(b) Vérifier que 2017 est un nombre premier.

(c) Déterminer explicitement ’ensemble Hy = {p(k) € Z |/ k € Z}.
(2) Montrer que a A =1= 2 A (a? — ?) = 1.

(3) Déterminer explicitement 1’ensemble Hy = {\Mp(k) €EQ/ke Z}.

English translation

k+ 2015
e Let k €Z— {2}. Put p(k) = 202

k—2
(1)(a) Show that (k —2) A (k+2015) = (k —2) A 2017.

(b) Check that 2017 is a prime number.

(c) Determine explicitly the set Hy = {p(k) € Z / k € Z}.
(2) Show that a AB=1= B*A (a? — %) = 1.

(3) Determine explicitly the set Hy = {\/gp(k) €EQ/ke Z}.

==

ol s32) Gl aally Gl sy 08 s

2009
b= 2011" , a-ZQOllk Cpodall jea e
k=0 k=0

«a =60 [100] of e (a) (1)
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¥ = 0 [100] vk € N* — {1} i =il (b)
b= 201a [100] Of o (2)
bosdadl Ol ke s Olusy 2 =il (3)

9 2009
e On considére a = Z2011’f et b= Z 2011%.
k=0 k=0

(1)(a) Montrer que a = 60 [100].
(b) En déduire que Vk € N* — {1}, a¥ = 0 [100].
(2) Montrer que b = 201a [100].

(3) En déduire les chiffres des unités et des dizaines de b.

9 2009
o Consider a = Z 2011% and b = Z 2011%.
k=0 k=0

(1)(a) Show that a = 60 [100].

(b) Deduce that Yk € N* — {1}, a* = 0 [100].
(2) Show that b = 201a [100].
(3) Deduce the units and tens digits of b.

=

Lo o6 88 o 5 Glislyo hats 09 Wl

\;.,\cp‘;,i,) A oW, ol by a o) uiuéjlm Vn €N, a”+n|b”+n:,-,\4.a,b€N*Q§.) .
Wa=b)Ap=1cC2 Lo U

(9) : {xlc{p[ﬂ” (S) aksll Jom=a(p—1)+p Il oo GiZ (1)

S ={m+kp(p—1) | K€ Z} p (8) whdl o 2,2 0] il (2)
(! b im0 ol $155) (3)

«a™+m=0[p] Oy (b
B rm=b—ap] O &y (c)
.G:;L.u\ (d)

Traduction francaise
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o Soient a,b € N* tels que Vn € N, a™ + n|b" + n. On suppose a et b distincts et différents de 1.
Soit p un nombre premier positif tel que (a — b) Ap = 1.

x = —a [p]
z=1[p—1]
(2) En déduire que I’ensemble des solutions de (S) est S ={m + kp(p —1) | k € Z}.

(3) (On pourra utiliser le petit théoréme de Fermat.)
(
(

)
(c) Montrer que b™ +m =b—a [p].
)

(1) Vérifier que m = a(p — 1) + p est solution du systeme (5) : (5) : {

a) Montrer que a A p = 1.
b) Montrer que ™ +m =0 [p].

(d) Conclure.

o Let a,b € N* be such that Vn € N, a” + n|b" + n. Assume a and b are distinct and different
from 1. Let p be a positive prime with (a —b) Ap = 1.

(1) Check that m = a(p — 1) + p is a solution of the system (5): (5) : {x - 1—<[zp[p] N
T = -

(2) Deduce that the solution set of (S)is S ={m+kp(p—1) | k € Z}.
(3) (Fermat’s little theorem may be used.)

(a) Show that a Ap=1.

(b) Show that a +m =0 [p].

(c) Show that b™ +m =b—a [p].

(d) Conclude.

a"+n | 0+ n il i e 10 Ul

a=bob b +n f@a"vhnsNynﬁOK BHTC;{ .

Traduction francaise

T Al L1 adl
| Traduction francaise ]

e Montrer que si, pour tout n € N, a™ + n divise " 4+ n, alors a = b.

English translation

o Show that if, for every n € N, a” + n divides b" + n, then a = b.
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