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Polycopié VIl — Probabilités Avant-propos

Avant-propos

Ce polycopié rassemble quinze exercices de calcul des probabilités, sélectionnés dans une base
de devoirs surveillés et de sujets de I’examen national. Les énoncés couvrent 'intégralité du
programme : dénombrement et tirages dans des urnes, probabilités conditionnelles et formule
des probabilités totales, variables aléatoires, espérance et variance, loi binomiale et suites définies
par une relation de récurrence probabiliste.

Les exercices sont regroupés en cinq parties thématiques, de difficulté croissante a ’intérieur
de chaque partie. Les deux derniéres parties proposent des exercices de structure identique a
celle des épreuves de I’examen national.

La plus grande partie des exercices de ce polycopié a été extraite des anciens devoirs surveillés du pro-
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fesseur Abdellah Belkhatir J—j‘f qu - By , que nous remercions vivement.
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Polycopié VIl — Probabilités Partie | - Dénombrement et tirages

DENOMBREMENT ET TIRAGES DANS DES URNES

RAPPEL DE COURS

d(A
Dans une situation d’équiprobabilité, p(A) = L()

card(Q)
issues ; un tirage successif sans remise en donne AfL : un tirage successif avec remise en donne n*.

. Un tirage simultané de k boules parmi n donne C*

EXERCICE 1 N

Tirages simultanés et successifs - Indépendance - Espérance

Une urne contient 4 boules blanches, 3 noires et 2 rouges, toutes indiscernables au toucher.

Partie |

On tire de cette urne au hasard successivement et sans remise 2 boules. Soient les événements
suivants :

e A : « la premiere boule tirée est rouge » ;
e B : « la deuxiéme boule tirée est blanche » ;

e (' : « obtenir au moins une boule blanche ».

(1) (a) Montrer que : p(ANB) = %

(b) Calculer p(A) et p(B). Les événements A et B sont-ils indépendants ?
(2) Calculer p(C), puis en déduire p(C).

(3) Sachant que la deuxiéme boule tirée est blanche, calculer la probabilité pour que la premiere
soit rouge.

Partie Il

On tire cette fois-ci au hasard & boules simultanément. Soit X la variable aléatoire qui a chaque
tirage possible associe le nombre de boules rouges restantes dans 'urne.

(1) (a) Déterminer la loi de probabilité de X.
(b) Calculer I'espérance mathématique E(X) et la variance V(X).

(2) On répete I'épreuve « tirer simultanément 3 boules » 5 fois de suite, en remettant a la fin de
chaque épreuve les 3 boules tirées dans 1'urne.

e Calculer la probabilité pour que I’événement (X = 1) se réalise exactement 3 fois.

m )

Trois urnes - Probabilités totales - Probabilité des causes

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 4. On a trois urnes Uy, Uy et Us :

e l'urne U; contient une boule rouge et (n — 1) boules noires ;

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 5 w‘



Polycopié VIl — Probabilités Partie | - Dénombrement et tirages

e 'urne U, contient deux boules rouges et (n — 2) boules noires ;

e l'urne Us contient trois boules rouges et (n — 3) boules noires.

On considere 'expérience aléatoire suivante : on choisit aléatoirement une urne parmi les trois
urnes précédentes, puis on en tire simultanément deux boules. Soit X la variable aléatoire réelle
égale au nombre de boules rouges tirées.

(1) Déterminer les valeurs possibles de la variable aléatoire X.

(2) (a) Montrer que : P[X =2] = 3n(n8—l)
(b) Montrer que : P[X =1] = gszz:?)

(c) En déduire la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

(3) Sachant que les deux boules tirées sont rouges, quelle est la probabilité pour qu’elles proviennent
de I'urne Uz 7

m )

Tirages sans remise - Rangs consécutifs - Loi de X,

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n (n € N*, n > 3). On retire, sans remise, 'une
apres l'autre toutes les boules de cette urne. Toutes les boules sont indiscernables au toucher.

uelle est la probabilite pour que les boules 1, € sortent consecutivement € ans cet orare
1 Ile est la probabilité pour que les boules 1, 2 et 3 sortent consécuti t et d t ord
?

(2) Calculer la probabilité que les boules 1, 2 et 3 sortent dans cet ordre (consécutivement ou pas).

(3) On consideére la variable aléatoire X,, égale au nombre de tirages nécessaires pour obtenir les
boules 1, 2 et 3.

e Déterminer la loi de probabilité de X,,.

m )

Boules dans des compartiments - Compartiments vides - Limite de F(X)

On dispose de n boules numérotées de 1 a n et d’une boite formée de 4 compartiments également
numérotés de 1 a 4 (on suppose que n > 4). On lance simultanément les boules dans les 4 compar-
timents : elles viennent se ranger aléatoirement dans les 4 compartiments, chaque compartiment
pouvant éventuellement contenir les n boules. On note X la variable aléatoire qui a chaque lancer
des boules fait correspondre le nombre de compartiments restés vides.

(1) Déterminer la loi de probabilité de X.
(2) Déterminer E(X) et lirf E(X), puis interpréter ce résultat.
n——+0o0

PROBABILITES CONDITIONNELLES
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Polycopié VIl — Probabilités Partie Il - Probabilités conditionnelles

RAPPEL DE COURS

ANB
pp(A) = p(p(B)) lorsque p(B) # 0. Probabilités totales : si (B;) est un systéme complet d’événements,
B)pg, (A
() = 5B po,(4). Formule de Bayes : pa(5;) = “20L0L).
p

m )

Deux boites - Arbre pondéré - Probabilités totales

On a deux boites U et V. La boite U contient 4 boules rouges et 4 boules bleues. La boite V
contient deux boules rouges et 4 boules bleues.

On considére ’épreuve suivante : on tire au hasard une boule de la boite U ; si elle est rouge,
on la remet dans la boite V', puis on tire au hasard une boule de la boite V ; si elle est bleue, on
la pose de c6té, puis on tire une boule de la boite V.

Soient les événements suivants :

e Ry : « la boule tirée de la boite U est rouge » ;
e By : « la boule tirée de la boite U est bleue » ;
e Ry : « la boule tirée de la boite V' est rouge » ;
e By : « la boule tirée de la boite V est bleue ».

(1) Calculer la probabilité de chacun des deux événements Ry et By.

(2) (a) Calculer la probabilité de ’événement By sachant que I’événement Ry est réalisé.

(b) Calculer la probabilité de I’événement By sachant que ’événement By est réalisé.

13

(3) Montrer que la probabilité de I’événement By est 51"
(4) En déduire la probabilité de I’événement Ry .

EXERCICE 6 N

Trois urnes - Epreuve en deux temps - Loi de X

Considérons trois urnes U, V et W. L’urne W contient 3 boules indiscernables au toucher : 1
boule noire et 2 boules blanches. Chacune des urnes U et V contient 4 boules indiscernables au
toucher : 2 boules noires et 2 boules blanches.

On considere I'expérience suivante : on tire au hasard une boule de 'urne W ; si elle est blanche,
on la met dans 'urne U, puis on tire deux boules simultanément de 'urne U ; si elle est noire,
on la met dans I'urne V', puis on tire deux boules.

(1) Quelle est la probabilité pour que le tirage des deux boules soit de 'urne U 7
(2) Calculer la probabilité de tirer deux boules blanches & la fin de I’expérience.

(3) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches a la fin de I'expérience. Déter-
miner la loi de probabilité de la variable X.

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 7 W‘



Polycopié VIl — Probabilités Partie Il - Variables aléatoires

m )

Urne évolutive en trois étapes - Probabilité conditionnelle

Une urne contient 3 boules rouges et 4 boules noires indiscernables au toucher.

Partie |

On tire au hasard successivement et avec remise quatre boules de I’'urne, et on considere la variable
aléatoire X égale au nombre de boules noires tirées.

(1) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

(2) Calculer E(X), 'espérance mathématique de la variable aléatoire X.

Partie Il
On réalise 'expérience aléatoire suivante en trois étapes :

e Etape 1 : on tire une boule de 'urne, on marque sa couleur et on la remet dans I'urne.
e Etape 2 : on ajoute dans I'urne 5 boules de méme couleur que la boule tirée & 1’étape 1.

e Etape 3 : on tire successivement et sans remise 3 boules de I'urne, qui contient alors 12 boules
apres I'étape 2.
On consideére les événements suivants : N « la boule tirée a I’étape 1 est noire », R « la boule
tirée a ’étape 1 est rouge » et E « toutes les boules tirées a I’étape 3 sont noires ».
12
(1) Montrer que : p(ENN) = T
(2) Calculer p(E).

(3) Calculer la probabilité de ’événement R sachant que E est réalisé.

m )

Dés truqués - Formule de Bayes

On dispose de 100 dés a 6 faces, dont 20 sont truqués et donnent la face « 1 » avec une probabilité

1
de = de tomber. On choisit au hasard un dé parmi les 100, on le lance n fois et on obtient n — 1
fois « 1 ».

e Avec quelle probabilité le dé choisi est-il truqué 7

VARIABLES ALEATOIRES, ESPERANCE ET VARIANCE

RAPPEL DE COURS

EX)=>),zxp(X =xx) et V(X) = E(XZ) — (E(X))2, Pécart-type valant o(X) = 1/V(X).
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Polycopié VIl — Probabilités Partie Il - Variables aléatoires

m )

Tirages sans remise jusqu’a la premiére blanche - Espérance et variance

Une urne contient 10 boules blanches et deux boules rouges. On tire les boules de I'urne 'une
apres l'autre et sans remise jusqu’a ’obtention pour la premiere fois d’'une boule blanche, puis
on arréte ’expérience. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules tirées.

(1) (a) Déterminer I'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X.

(b) Calculer la probabilité de I’événement [X = 1].

(c) Montrer que : p[X =2| = %
(d) Calculer la probabilité de I’événement [X = 3].
13
(2) (a) Montrer que I'espérance mathématique de la variable aléatoire X est E(X) = i

(b) Calculer E(X?), et en déduire la valeur de la variance V(X) de la variable aléatoire X.

EXERCICE 10 \

Rang d’arrét - Deux boules successives de méme couleur

Une urne contient 4 boules : une boule blanche et 3 boules rouges indiscernables au toucher. On
tire aléatoirement une boule de 'urne, on note sa couleur puis on la remet a 'urne. On répete la
méme expérience plusieurs fois jusqu’a obtenir pour la premiére fois deux boules successives de
méme couleur, et on arréte 'expérience. Soit X la variable aléatoire qui vaut le rang du tirage
ou on a arrété I'expérience.

(1) Calculer la probabilité des deux événements suivants : [X = 2] et [X = 3].

(2) Soit k un entier naturel non nul.

k—1
5 (3
(a) Montrer que la probabilité de ’événement [X = 2k] est : Py, = 3 () :

3\ *
(b) Montrer que la probabilité de 1’événement [X = 2k + 1] est : Poiiq = <> :

EXERCICE 11

Rang de la premiére boule blanche - Somme des carrés - Variance

Une urne contient 2 boules blanches et n — 2 boules rouges indiscernables au toucher, ou n € N
et n > 4. On tire au hasard une boule de I'urne, on note sa couleur et on ne la remet pas. On
répete la méme expérience jusqu’a obtenir pour la premieére fois une boule blanche, puis on arréte
I’expérience. Soit X la variable aléatoire égale au rang du tirage ol I'expérience s’est arrétée.

(1) (a) Déterminer X (€2), 'ensemble des valeurs de la variable aléatoire X.

(b) Calculer p(X = 1), p(X = 2) et p(X = 3).

(2) (a) Montrer que : (Vk e X(Q)); p(X =k) = AT R
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Polycopié VIl — Probabilités Partie IV - Loi binomiale

n+1

(b) En déduire que : E(X) = 3

On rappelle que : (Vm € N*); ZkQ =

m(m+1)(2m + 1)
5 .
(3) Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de boules rouges restant dans 'urne au moment
ou l'on obtient la premiere boule blanche.

e Calculer E(Y) et V(Y).

EXERCICE 12 ~

Jeu de gains et de pertes - Loi de X - Espérance

Un sac contient 2n boules (n € N*), dont n sont blanches et n sont noires. Toutes les boules sont
indiscernables au toucher. Un jeu consiste a tirer une boule du sac, a noter sa couleur et a la
remettre dans le sac, puis a tirer du méme sac une nouvelle boule et a noter aussi sa couleur. La
regle du jeu indique que :

e si les deux boules tirées sont blanches, on gagne 20 points ;
e si les deux boules tirées sont noires, on perd 20 points ;
e si les deux boules tirées sont de couleurs différentes, le gain est nul.

(1) Calculer la probabilité de gagner 20 points, la probabilité de perdre 20 points et la probabilité
de réaliser un gain nul.

(2) On répete 5 fois le jeu précédent.
(a) Calculer la probabilité de gagner 100 points.
(b) Calculer la probabilité de gagner 40 points.

(3) Au cours d’un jeu, on considere la variable X qui prend uniquement les valeurs —20 si on perd,
0 si le gain est nul et +20 si on gagne.

(a) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

(b) Calculer I'espérance mathématique de la variable aléatoire X.

LOI BINOMIALE ET REPETITION D’EPREUVES

RAPPEL DE COURS

Si 'on répete n fois de fagon indépendante une épreuve de Bernoulli de parametre p, le nombre X de succes
suit la loi binomiale B(n,p) : p(X = k) = Ckpk(1 — p)"~* avec E(X) =np et V(X) = np(l — p).
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Polycopié VIl — Probabilités Partie V - Suites et probabilités

EXERCICE 13 \

Fréquence d’apparition de « pile » - Loi binomiale

On lance 10 fois de suite une piece de monnaie parfaitement équilibrée. On désigne par X la
variable aléatoire égale a la fréquence d’apparition de la face « pile » (c’est-a-dire le nombre de
fois d’apparition de la face « pile » divisé par 10).

(1) (a) Déterminer les valeurs prises par X.

1
(b) Déterminer la probabilité de ’événement [X = 2] .

9
(2) Quelle est la probabilité de I’événement : « X supérieur ou égal a 10 » 7

EXERCICE 14 N

Deux urnes - Répétition de cing épreuves - Probabilités totales

On dispose de 2 urnes U; et Us : 'urne Uy contient 3 boules blanches et 2 noires, et Uy contient
une boule blanche et 4 noires. Soit I’épreuve qui consiste a tirer au hasard 2 boules simultanément
de U; et 3 boules successivement et sans remise de Us.

(1) On considere ’événement A : « obtenir 5 boules noires ».
1
= 5
(2) On désigne par X la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de boules blanches tirées.
(a) Déterminer la loi de probabilité de X.
(b) Calculer I'espérance E(X) et la variance V(X).

e Montrer que : p(A)

(3) On répete I'épreuve précédente cing fois de suite, en remettant a chaque fois les boules tirées
dans leurs urnes d’origine.

(a) Calculer la probabilité de I’événement B : « A est réalisé exactement 3 fois ».

(b) Apres les cing répétitions, on réalise I’épreuve suivante : si B est réalisé, on mélange les
deux urnes et on tire simultanément 2 boules du mélange ; sinon on tire une boule de
chaque urne. On note C' ’événement : « obtenir deux boules blanches ».

e Calculer pg(C) et pz(C), puis en déduire p(C).

SUITES ET PROBABILITES

EXERCICE 15 N

Chaine a deux urnes - Suite arithmético-géométrique - Limite

On dispose de deux urnes U; et Us. L’urne U; contient deux boules blanches et trois boules
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Polycopié VIl — Probabilités Partie V - Suites et probabilités

noires ; 'urne Us contient quatre boules blanches et trois boules noires.

On effectue des tirages successifs dans les conditions suivantes : on choisit une urne au hasard
et on tire une boule dans I'urne choisie, on note sa couleur et on la remet dans I'urne d’ou elle
provient. Si la boule tirée était blanche, le tirage suivant se fait dans I'urne U7 ; sinon, le tirage
suivant se fait dans 'urne Us.

Pour tout n € N*| on note B,, '’événement « la boule tirée au n-ieme tirage est blanche » et on

pose : p, = p(By).
(1) Calculer p;.

—6 4
(2) Prouver que : (VYn € N*); ppiq = 35 Pn + =5
(3) En déduire la valeur de p, pour tout n € N* puis calculer lirf D
n——+0oo

FIN DU POLYCOPIE VII
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