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Avant-propos

Ce polycopié rassemble quarante problémes sur les nombres complexes, sélectionnés dans une
base de devoirs surveillés et de sujets de ’examen national des sessions 2011 a 2025. Les énoncés
couvrent I'intégralité du programme : équations du second et du troisieme degré, racines carrées,
formes trigonométrique et exponentielle, rotations et homothéties, alignement, orthogonalité,
cocyclicité et lieux géométriques.

Les exercices sont regroupés en sept parties thématiques, de difficulté croissante a ’intérieur
de chaque partie. Les trois dernieres parties proposent des problémes longs, de structure iden-
tique a celle des épreuves de ’examen national.
La plus grande partie des exercices de ce polycopié a été extraite des anciens devoirs surveillés du pro-

. $
3 . - * . .
fesseur Abdellah Belkhatir J;—j‘f ay! - By , que nous remercions vivement.
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Polycopié lll — Nombres complexes Partie | - Equations du second degré

EQUATIONS DU SECOND DEGRE ET RACINES CARREES

RAPPEL DE COURS
—b+d

L’équation az? +bz +c =0 (a # 0) a coefficients complexes admet pour solutions z = g ou J est une
a

racine carrée du discriminant A = b? — 4ac. Pour A = z + iy, les racines carrées § = o + i3 s’obtiennent
par le systéme o? — 32 =z, 208 =y, o + B2 = |A|.

m )

Rotation - Homothétie - Cercle circonscrit

(1) On considere dans ’ensemble C ’équation suivante :
(B): 22— (5+iv3)z+4+4iv3=0.

(a) Vérifier que (3 — z\/g)z est le discriminant de ’équation (E).
(b) Déterminer a et b les deux solutions de I’équation (FE), sachant que b € R.
(c) Vérifier que : b= (1—1iv3)a.

(2) Le plan complexe est rapporté & un repere orthonormé direct (O, i, 7). Soit A le point d’affixe
a et B le point d’affixe b.

(a) Déterminer le nombre complexe by, affixe du point B; image du point O par la rotation

de centre A et d’angle g

(b) Montrer que B est I'image de B; par I’homothétie de centre A et de rapport v/3.
s

b
rifi : —
(c) Vérifier que arg(b — a) 5

(d) Soit C un point d’affixe ¢, appartenant au cercle circonscrit au triangle OAB et différent

[27].

de O et de A. Déterminer un argument du nombre complexe

EXERCICE 2

cC—a

Solution imaginaire pure - Rotation - Nombre réel

On considére dans ’ensemble des nombres complexes C ’équation :
(B): 22— (1+4)z+2+2i=0.

(1) (a) Vérifier que A = (1 — 3i)? est le discriminant de 1’équation (E).
(b) Déterminer z; et 2z les solutions de I’équation (£) dans C (on prendra z; l'imaginaire
pur).

(c) Montrer que : 1 V2. A
22
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Polycopié lll — Nombres complexes Partie | - Equations du second degré

(2) Le plan complexe est rapporté au repere orthonormé direct (O, @, 7). On considére les points
A et B d’affixes respectifs z1 et zs.

(a) Déterminer le nombre complexe e, affixe du point E, milieu du segment [AB].

b) Soit R la rotation de centre A et d’angle —E, et ¢ laffixe du point C' tel que R(F) = C.
2

3 3
Mont : = == o =tk
ontrer que : z¢ 5 + 2@
. ) 3. 29 —d c— 21
(c) Soit D le point d’affixe d = 1+ —i. Montrer que le nombre X est
2 c—d 29 — 21

réel, puis donner une interprétation géométrique du résultat obtenu.

EXERCICE 3 )

Racines carrées - Triangle rectangle isocéle - Translation

Le plan complexe est muni d’un repeére orthonormé direct (O, d, 7).
(1) (a) Déterminer les deux racines carrées du nombre complexe (3 + 4i).

(b) Résoudre dans ’ensemble des nombres complexes C ’équation :
(B): 422 -10iz—7—i=0.

(2) Soient a et b les solutions de I’équation (E) avec Re(a) < 0, et soient les deux points A et B
d’affixes respectifs a et b dans le plan complexe.

(a) Vérifier que : g =1-—4.

(b) En déduire que le triangle AOB est rectangle et isocele en A.

(3) Soient C' un point d’affixe ¢ du plan différent du point A, et D I'image du point B par la
rotation de centre C et d’angle g ; soit L "image du point D par la translation de vecteur E
(a) Déterminer c en fonction de d, ou d est l'affixe du point D.

(b) Déterminer en fonction de ¢ le nombre complexe [, affixe du point L.

c
(c) Déterminer la forme algébrique du nombre complexe (), puis en déduire la nature
c

du triangle ACL.

EXERCICE 4 N

Forme trigonométrique - Cercle de diamétre [AB)]

Le plan complexe est muni d’un repeére orthonormé direct (O, d, 7).

(1) On considére dans I’ensemble C I'équation : (E): 22 — 4iz — 2 4 2i/3 = 0.

(a) Vérifier que le nombre a = 1+ i (2 — v/3) est une solution de I'équation (E).
(b) En déduire b, la deuxiéme solution de I’équation (FE).

(2) (a) Montrer que : a* =4 (2 —/3) €'z,

(b) Ecrire a sous forme trigonométrique.

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 6 ifﬁh




Polycopié lll — Nombres complexes Partie | - Equations du second degré

(3) On consideére les points A, B et C dont les affixes sont respectivement a, b et ¢ = 27 + 2¢'7.
Soit (I') le cercle de diametre [AB].

(a) Déterminer w, 'affixe du point  centre du cercle (I').

(b) Montrer que les points O et C' appartiennent au cercle (I").

c
(c) Montrer que le nombre complexe
C p—

a : S
b est 1maginaire pur.

m )

Equation 22 + i = 0 - Valeur de cos 3 * Cercle circonscrit

Partie |

(1) Résoudre dans I’ensemble C I’équation 22+ 4 = 0 (on note a la solution de I'équation telle que
Re(a) > 0).

(2) (a) Déterminer le module et 'argument du nombre complexe 1 + a.
V2+/2
—

(c) Vérifier que (1 +a)(1 —a) = 1+ 4, puis en déduire la forme trigonométrique du nombre
complexe 1 — a.

(b) En déduire que cos(%) =

Partie Il

Dans le plan complexe rapporté au repere orthonormé direct (O, @, ¥ ), on considére les points A,
B, M et M' d’affixes respectifs a, —a, z et 2’ tels que 2z’ +1i = 0.

(1) Soit N le point d’affixe z, conjugué de z. Montrer que les droites (ON) et (OM’) sont perpen-
diculaires.

(2) (a) Montrer que: 2’ —a =1 S

az

5 =0 &=

Z4+a  z4a

(3) On suppose que les points A, B, M sont non alignés. Montrer que le point M’ appartient au
cercle circonscrit au triangle ABM.

m )

Deux parties indépendantes - Parallélogramme et rectangle

(b) Montrer que si z # —a, alors 2’ # —a et

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O, @, ¥).

Partie |

On considere dans ’ensemble C ’équation suivante :
(B): 22-4(1+%)z+3+4i=0.

2
(1) (a) Vérifier que le nombre z; =1+ §Z est une solution de ’équation (E).

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 7 W‘




Polycopié lll — Nombres complexes Partie Il - Equations a paramétre complexe

(b) Montrer que la deuxiéme solution de I’équation (E) est zo = 3z2;.
(2) Soit # un argument du nombre complexe z;. Ecrire en fonction de 6 la forme trigonométrique

5
du nombre complexe 3 + 44.

Partie Il

On considere trois points A, B et ) différents deux a deux et d’affixes respectifs a, b et w. Soit r
la rotation de centre € et d’angle g On pose P =1r(A) et B =1(Q), et soient p et ¢ les affixes
respectifs de P et Q.

(1) (a) Montrer que p = w + €'5(a —w) et ¢ = w + e "5 (b — w).

1—¢€'3 .
(b) Montrer que : ﬁ = &7

p—a Ww—a\ ar
c) Montrer que : = e'3 .
(c) ave s 2= (w_b)

(2) On suppose que (w — Z) — i,
.

(a) Montrer que APQB est un parallélogramme.

h—
(b) Montrer que arg< a> = g [27] et en déduire que le quadrilatere APQB est un rect-
p—a

angle.

EQUATIONS A PARAMETRE COMPLEXE

EXERCICE 7 N

Discriminant paramétré - Triangles rectangles isocéles - Cocyclicité

Partie |

On considere dans C I’équation :
(B): 222-2m+1—-i)z4+m?>+(1—9)m—i=0, oum € C*.

(1) Déterminer les valeurs de m pour que I'une des solutions de (E) soit nulle.
(2) (a) Vérifier que le discriminant de (E) est A = (2im)2.
(b) En déduire I’ensemble des solutions de (E).

Partie Il

On suppose dans la suite que m € C* —{—1,1,4, —i}. Le plan complexe (P) est muni d’un repeére
orthonormé direct (O, @, ¥'). On considere les points A, B et M d’affixes respectifs a = 1, b = —i
et zpr = m. Les points M7 et My sont d’affixes respectifs z; et zs, tels que BM My et AM M,

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 8 if-ﬂh



Polycopié lll — Nombres complexes Partie Il - Equations a paramétre complexe

soient des triangles rectangles et isocéles avec :

<M1§,M1M) = _7” 27] et (MQA, MQM) = g [271].
=g 141
(1) Montrer que : z3 = > Z(m—l—l) et z9 = +Z(m—z)
q z2 . m—1
2 Vérifi 3 — = .
(2) (a) Vérifier que - b

(b) Déterminer I’ensemble des points M (m) pour que les points O, M; et My soient alignés.

(c) Déterminer I’ensemble des points M (m) pour que OM;Ms soit un triangle rectangle en

0.
1
(3) (a) Montrer que My = R(Mj), ou R est la rotation de centre Q d’affixe w = L et d’angle
™
5-
b) Vérifier que : )= b = —q- m_l,.
(b) q
Z1—m m —+1

(c) En déduire ’'ensemble des points M (m) pour que Q, M, M; et My soient cocycliques.

EXERCICE 8 N

Racine carrée d’'un complexe - Orthogonalité - Point d’intersection

Partie |

On considere dans C I’équation :
(B): 22— (1+9)(1+m)z+2im=0, oum e C—{1}.
(1) (a) Vérifier que a = 1 + i est une solution de (E).
(b) En déduire que l'autre solution de (E) est b = (1 +i)m.
(2) Déterminer les valeurs de m sous forme algébrique, puis trigonométrique, pour que b soit une
racine carrée de a.
Partie Il

Le plan complexe est muni d’un repeére orthonormé direct (O, @, ¥'). On considere les points A(a),

B(b) et C(c) tels que ¢ = 1 — 4. On désigne par D I'image de B par la rotation R de centre O et
s -

d’angle o et I est le milieu du segment [C'D].

(-1 -m)
2

a’ puis en déduire que (OI) L (AB) et AB=20I.

(1) (a) Montrer que laffixe de I est z; =

(b) Calculer

(2) Soit H(h) le point d’intersection de (OI) et (AB).

h—a h
e Montrer que : — €Ret P € 1R, puis en déduire h en fonction de m.
a a

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 9 if-&“




Polycopié lll — Nombres complexes Partie Il - Equations a paramétre complexe

m )

Alignement - Centre de rotation - Quadrilatére cocyclique

Partie |

On considére dans C I’équation suivante :
(E): 22— (1 -9 +im)z+m?—-1=0, oumeC—{-1;1}.

(1) (a) Vérifier que le discriminant de (E) est A = —2i(m + ).
(b) En déduire ’ensemble des solutions de (E).

0

(2) On suppose dans cette question que m = e avec 0 €]0; 7[.

e Ecrire les solutions de (E) sous forme trigonométrique.

Partie Il

Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, @, ¥ ), on considére les points A, B, C, D
et I/ d’affixes respectifs :

m + (23)2‘

za=1im, zp=1i(l+m), zc=1-—m, zD:(zB)2, B=
—q

(1) Déterminer I’ensemble des points M (m) tels que O, B et C soient alignés.

2) Soit R la rotation d’angle T telle que R(A) =C.
2

141
5
(3) On suppose dans cette question que |m| =1 et m? + (2 +i)m + 1 # 0.

e Montrer que ’affixe du centre ) de la rotation R est w =

(a) Montrer que ADE est un triangle rectangle et isocele en FE.

(b) Montrer que les points O, A, D et E sont cocycliques et déterminer l'affixe du centre du
cercle (I') circonscrit au quadrilatére formé par ces quatre points.

EXERCICE 10 N

Ensembles de points - Symétrie centrale - Cocyclicité

Partie |

On considere dans C I’équation :
(B): 22—2mz+m?4+4=0, oum e C*.
(1) Résoudre dans C I’équation (FE).
(2) On suppose que m = 2 ot § € }O; g [

e Ecrire les solutions de (FE) sous forme trigonométrique.

(3) Dans le plan complexe, on considére les points M (z1) et Ma(z2) tels que : 21 = m + 2i et
z9 = m — 2i.

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri *I O iff,”




Polycopié lll — Nombres complexes Partie Il - Equations a paramétre complexe

(a) Déterminer chacun des ensembles suivants :
P =t
(By) = {M(m) € (P) /] OM; = OMs} et (BEs) = {M(m) € (P)/OM, LO 2}.
(b) En déduire m pour que le triangle OM; M, soit rectangle et isocele en O.

Partie Il
On considere la symétrie centrale S de centre I(1) et la rotation R de centre (1 + i) et d’angle
g. Pour tout point M (z) distinct de O, on pose : M'(2") = S(M) et M"(2") = R(M).
(1) Montrer que : 2/ = —z+2et 2" =iz + 2.

(2) Déterminer I'ensemble (I') des points M (z) tels que les points A(2), Q, M’ et M" soient
cocycliques.

EXERCICE 11 N

Solution évidente - Rotation composée - Cocyclicité

(1) Dans I’ensemble C, on considére I’équation suivante :
(B): 2Z2—(1+im+m)z+m+ilm>=0, oumeC*—{i}.

(a) Vérifier que u = m est solution de ’équation (E).

(b) En déduire que lautre solution de (E) est v =1+ im.

: T
(2) On suppose dans cette question que m = ¢ o 0 € } 5 [
L v . Lo
e Fcrire le nombre complexe — sous forme trigonométrique.
u

(3) Dans le plan complexe, on considere les points A(u) et B(v).

e Déterminer 1’ensemble des points M (m) tels que (O_Zl, O?) = g [7].

1

(4) On suppose que m = a + 51 ou a € R, et on consideére la transformation R qui lie tout point

M (z) avec le point M'(2') tel que : 2/ = —iz + 1 + 2ia.

(a) Montrer que R est une rotation en précisant l’affixe de son centre §2 et en donnant une

mesure de son angle.

ZB— 20
A — 2Q B
(c) Montrer que les points O, A, B et {2 sont cocycliques.

EXERCICE 12 N

Racines carrées - Triangle rectangle - Cercle circonscrit

(b) Montrer que R(A) = B, puis en déduire que

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 1 *I ;udﬁ“




Polycopié lll — Nombres complexes Partie Il - Equations a paramétre complexe

(1) On considere dans ’ensemble C ’équation :
1, . X )
(B): —2*4+(1-3i)z—4m =0, oum € C*.
m

(a) Déterminer les racines carrées du nombre complexe a = 8 — 6i.

(b) Déterminer les solutions z; et zo de I’équation (E) telles que Re(ﬂ) < 0.
m

(c) On pose 0 = arg(m) [2w]. Calculer arg(z;) et arg(z2) en fonction de 6.

—

(2) Dans le plan complexe (P) muni d’un repere orthonormé direct (O,w, ), on considere les
points My, My, M et D d’affixes respectifs z1, z0, m et zp = 1 + 3i.
(a) Montrer que OM; Mj est un triangle rectangle en O.
(b) Déterminer ’ensemble des points M (m) tels que O, D et M soient alignés.

(c) Déterminer l’ensemble des points M (m) tels que ODM soit un triangle rectangle en O.
(3) Le point Nj est I'image de M; par la rotation de centre O et d’angle g, et le point Ny est
I’image de My par la rotation de centre O et d’angle —g.

(a) Montrer que les points Mj, Ny, My et Ny sont cocycliques.

(b) Déterminer en fonction de m le rayon et l'affixe du centre du cercle circonscrit au quadri-
latere formé par ces quatre points.

EXERCICE 13 )

Ensembles de points - Suite de points - Equation diophantienne

Les parties I et II sont indépendantes.
Partie |

Dans I’ensemble des nombres complexes C, on considere 1’équation :
(B): 22—[1+mA+d)]z+im*+m =0, oum e C* — {i}.

(1) (a) Montrer que le discriminant de I'équation (E) est A = (1 + (i — 1)m)>.
(b) En déduire ’ensemble des solutions de ’équation (F).

(2) (a) Déterminer la nature des ensembles suivants :

(b) Ecrire sous forme trigonométrique l'affixe de chacun des points d’intersection de (D) et

().

Partie Il
Dans le plan complexe (P), on considére les points A(1) et B(1 + i), et soit R la rotation de
)
centre O et d’angle % On pose : A’ = R(A) et B’ = R(B).

(1) Montrer que : (ﬁ,@) = g [27].

(D) = {M(m) € (P) / [L+im| = |m|} et (T)={M(m)e (P)/ arg(l+im) = arg(m) [1

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 1 2 ;udﬁ“




Polycopié lll — Nombres complexes Partie Ill - Formes trigonométrique et exponentielle

(2) Soient E et F les milieux respectifs des segments [AA’] et [BB'].

(a) Montrer que : 2 _ i, puis en déduire que (OFE) L (EF).
ZE — ZF

(b) Montrer que la droite (AA’) coupe le segment [BB’] en F.
(3) Soit (My)nen la suite de points définie par : My(i) et (Vn € N); M1 = R(M,).
(a) Montrer que : (Vn € N); aff(M,,) = ei(5+7%")
(b) Résoudre dans Z? I'équation (F): 12x — by = 3.

(c) En déduire I'ensemble des entiers naturels n tels que M, € [Ozx).

FORMES TRIGONOMETRIQUE ET EXPONENTIELLE

EXERCICE 14

Equation en cos 6 - Lieu d’un milieu - Losange

Partie |

On considere dans I’ensemble C ’équation suivante :
(B): 22—2(1+icosh)z+2icosf =0, oﬁee]o;g[,

(1) (a) Vérifier que le discriminant de (E) est A = (2isin )?.
(b) En déduire ’ensemble des solutions de (E).

(2) Ecrire chacune des solutions de (E) sous forme trigonométrique.

Partie Il

Le plan complexe (P) est rapporté & un repére orthonormé direct (O, w, 7). On considére les
points A, M, et M, d’affixes respectifs a = 1, 21 = 1 + e et 20 = 1 +ie~. On désigne par I
le milieu du segment [M; Ms)].
T
(1) Déterminer et construire I’ensemble décrit par I lorsque 6 varie sur ]0; 5 [

z9 —

p 1
(2) (a) Ecrire sous forme exponentielle, puis en déduire que M est 'image de M7 par une
zZ1 —

rotation R que ’on précisera.
(b) Déterminer 6 pour que AM; M soit un triangle équilatéral.
T
(3) Montrer que lorsque # varie sur }0; 7 [, la droite (M;Ms) a une direction fixe.

(4) Soit (D) la droite d’équation = = 1.

e Montrer que Ma = s(p) (M), puis déterminer 6 pour que le quadrilatere O AM;M; soit un
losange.
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Polycopié lll — Nombres complexes Partie Ill - Formes trigonométrique et exponentielle

EXERCICE 15 \

Rotation - Symétrie axiale - Ensembles de points

Pour tout 6 €] — 7; 7], on considére dans C I’équation :
(B): 2*—4i(1+isinf)z—8isinf = 0.

(1) (a) Résoudre (E) dans C.

(b) On suppose dans cette question que 6 €] — ;0] U ]0; w[. Ecrire chacune des solutions de
(E) sous forme trigonométrique.

—

(2) Le plan complexe (P) est muni d’un repére orthonormé direct (O, i, 7). On considére les points
M, My et My d’affixes respectifs :

A= 2ei9, 21 =21 (1 + ei9> , Zzo = 21 (1 — e_w) .

On désigne par I le milieu du segment [M; Ms].

(a) Montrer que M; = R(M), ou R est la rotation d’angle g et de centre le point 2 d’affixe
w=—1+1.

(b) Montrer que zy = —2sin 6 + 2i, puis en déduire que lorsque 6 varie sur | — 7; 7], le point
I varie sur le segment [AB] ot A(—2 + 2i) et B(2 + 2i).

(c) Montrer que Mz = s(4p)(M1), out s(4p) est la symétrie axiale d’axe (AB).

(d) Déterminer alors I’ensemble (FEs) des points Ms lorsque 6 varie sur | — ;7).

EXERCICE 16 N

Forme exponentielle - Cercle - Homothétie

Partie |

On considere dans C I’équation suivante :

(Ep) : Z2—i(l—cos@-eie)z+cos,9.ei9:0’ 01\196]_;;

oS
| —

(1) Vérifier que z; = ¢ est solution de (Ejp).

(2) Déterminer l'autre solution zo sous forme exponentielle.

Partie Il
Dans le plan complexe, on considere les points A, B et M tels que :

1. 1

ZA =1 ZB = —1 = —.
’ 4" 7+ tan 6

Soit N le milieu du segment [AM].
1
(1) Montrer que : zy = a (sin(26) + 2isin? ).

(2) Montrer que lorsque 6 varie sur } TW; g [, le point N varie sur le cercle (I') de centre B et de
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Polycopié lll — Nombres complexes Partie Ill - Formes trigonométrique et exponentielle

1
rayon R = 1 (privé d’'un point que l'on précisera).

(3) (a) Vérifier que M = h(N), o h est ’homothétie de centre A et de rapport 2.
(b) En déduire le lieu géométrique (I") décrit par M lorsque 6 varie.

EXERCICE 17 N

Triangle rectangle - Homothétie et rotation - Périmétre maximal

Partie |

On considere dans C I’équation suivante :
) 2 o, i s 0 s )
: =0, sl
(Eg): 22 —2ze"” 4 isinf-e 0 ou 8 €]0; 7|

(1) Montrer que (Fy) admet deux solutions distinctes que 'on déterminera.

eie 1 ei@ -1
(2) On pose: z; = i et z9 = .
2 2
(a) Ecrire 21 - 2o sous forme trigonométrique.
0 )
(b) Montrer que : z; = cos(2> ¢'s. Puis écrire 29 sous forme trigonométrique.

Partie Il

Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, 4,7 ), on considére les points M, A, B, M
et My d’affixes respectifs €, a =1, b= —1, 21 et 2.

(1) (a) Montrer que M AB est un triangle rectangle en M.

(b) Montrer que les droites (AB) et (M;Ms) sont paralleles.

(2) Soient h I'homothétie de centre M et de rapport k = 2, et r la rotation de centre M et d’angle
-

- On pose : r(A) =C.

(a) Montrer que : h(M;) = A et h(Mz) = B.

(b) Montrer que les points M, B et C sont alignés, puis en déduire que le nombre Z =

il L g ,

——— est réel.
i(1— e)

(3) Déterminer # pour que le périmetre du triangle M AB soit maximal.

EXERCICE 18

Perpendicularité - Médiatrice - Translation

Le plan complexe étant rapporté a un repere orthonormé direct (O, i, 7), soit # un nombre réel
i T

tel que 0 € [0-—} —{f}.

el que 5 1

(1) On considére dans C I’équation suivante : (E) : 22 — v/2e2 4 2% = 0.

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri *I 5 ifﬁ“




Polycopié lll — Nombres complexes Partie Ill - Formes trigonométrique et exponentielle

(a) Vérifier que le discriminant de 'équation (E) est A = (v/24 ew)Q.

(b) Ecrire sous forme trigonométrique les deux racines z; et zy de 'équation (FE) dans
I’ensemble C.

(2) On consideére les points I, J, T1, T» et A d’affixes respectives 1, —1, ei(9+%), e(0=%) et V2et?.
(a) Montrer que les deux droites (OA) et (117%) sont perpendiculaires.
(b) Soit K le milieu du segment [1175]. Montrer que les points O, K et A sont alignés.
(c) En déduire que la droite (OA) est la médiatrice du segment [T 75].

(3) Soit r la rotation de centre T} et d’angle g

(a) Donner l'expression complexe de la rotation r.
(b) Vérifier que I'affixe du point B, image du point I par la rotation 7, est b = v/2¢e? +i.
(c) Montrer que les deux droites (AB) et (I.J) sont perpendiculaires.

(4) Déterminer affixe du point C', image du point A par la translation de vecteur (—%).

(5) Montrer que A est le milieu du segment [BC].

EXERCICE 19 \

Forme trigonométrique paramétrée - Milieux - Hauteur d’un triangle

Partie |

Soit a un nombre complexe différent de 1. On considére dans I’ensemble C ’équation :

(E): 222—2(a—1)z+(a—1)2=0.

-1
(1) Montrer que z; = GT(l +i) et zg = GT(l — 1) sont les deux solutions de I’équation (E).

(2) On prend a = e avec 0 < 0 < 7.
0\ (oxx
(a) Montrer que : a — 1 = 251n<2> (57,

(b) En déduire la forme trigonométrique de z; et zs.

Partie Il

—

Le plan complexe étant rapporté a un repeére orthonormé direct (O, @, v'), on admet que Re(a) < 0,
et on consideére les points A(a), B(—i), C(i) et B'(1).

(1) Déterminer en fonction de a les affixes des points J et K, milieux respectifs de [AC] et [AB].

(2) Soit r1 la rotation de centre J et d’angle E, et r9 la rotation de centre K et d’angle g On
pose C' =11(C) et A" =ra(A), et soient ¢’ laffixe de C' et o’ I'affixe de A’.

e Montrer que : a’ = 21 et ¢ = 2.

!/ /

— i et en déduire que la droite (AB’) est une hauteur du triangle A’B’C’.

(3) Calculer ¢
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EQUATIONS DU TROISIEME DEGRE

EXERCICE 20 N

Equation de degré 3 - Trois rotations - Orthogonalité

Partie |
Soit m un nombre complexe non nul. On considére dans C I’équation d’inconnue z :
(E): 2°-2m2*+2m?2—m3=0.

(1) Résoudre dans C I’équation (E) (on remarquera que m est une solution de I’équation (E)).

2) On note z; et z9 les deux autres solutions de 1’équation (F), autres que m.
q q

1 1 1
(a) Vérifier que : — + — = —.
z1 Z9 m
(b) Dans le cas ott n = 1+ €'5, écrire sous la forme algébrique 21 et 2.

Partie Il

—

Le plan complexe est rapporté & un repere orthonormé direct (O, u, 7). On considere les points
A et B d’affixes respectives a = me's et b = me "3. On note :

T

e P le centre de la rotation d’angle 5 qui transforme O en A ;
s

e () le centre de la rotation d’angle 5 qui transforme A en B ;

e R le centre de la rotation d’angle g qui transforme B en O.

(1) Montrer que les points O, A et B ne sont pas alignés.
2 .7n 2
(2) (a) Montrer que l'affixe de P est p = m\gelh et que l'affixe de R est r = m\ge"m.

7
(b) Montrer que l'affixe de @ est ¢ =m 2sin< 172r>

(3) Montrer que OQ = PR et que les deux droites (OQ) et (PR) sont perpendiculaires.

EXERCICE 21 N

Solution imaginaire pure - Trois rotations - Orthogonalité

Soit m un nombre réel non nul. On considére dans 1’ensemble des nombres complexes C les deux
équations suivantes :

(B): 2242z +14+m?=0 et (F): 22+2(1 -0+ (1+m?—4)2—2i(1+m?) =0.

(1) Résoudre dans C I'équation (E).

(2) (a) Montrer que I’équation (F') admet une solution imaginaire pure que ’on déterminera.
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Polycopié lll — Nombres complexes Partie IV - Equations du troisiéme degré

(b) Résoudre dans C I’équation (F).

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, @, 7). On considére les deux
points A(—1+ im) et B(—1 — im). Soit © le milieu du segment [AB], A’ le milieu du segment

[OB] et B’ le milieu du segment [OA]. La rotation de centre Q2 et d’angle _TW transforme A
en P(p), la rotation de centre A’ et d’angle (—27r> transforme B en ()(q), et la rotation de centre

B’ et d’angle (?) transforme O en R(r).

(1) Montrer que p=—1+m, ¢= %(—1 —im) et que r =q.

(2) (a) Vérifier que : ¢ —r = —ip.
(b) En déduire que OP = QR et que les deux droites (OP) et (QR) sont orthogonales.

EXERCICE 22 \

Factorisation - Racines carrées - Point fixe

Partie |

On considere dans ’ensemble C ’équation suivante :
(B): 22— (1+20)22+3(1+14)z—10(1+1)=0.

(1) Vérifier que —2i est une solution de 'équation (E).

(2) Déterminer les deux nombres complexes « et [ tels que :
VzeC, 28— (142i)2%+3(1+14)z—10(1+4) = (2 + 20) (2> + az + B)..

(3) (a) Déterminer les deux racines carrées du nombre 5 — 12i.
(b) Résoudre dans C ’équation (E).

Partie ll

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct. On considere les points A, B et
C d’affixes respectifs a = —143i, b= —2i et ¢ =2+ 1.

(1) Montrer que le triangle ABC' est rectangle isocele en C.

(2) On consideére la rotation Ry de centre B et d’angle g et la rotation Ro de centre A et d’angle
—27

— Soit M un point du plan complexe d’affixe z, M; son image par la rotation Ry et Mo

son image par la rotation Ra.

1+iv3
(a) Vérifier que Décriture complexe de la rotation Ry est 2/ = (T) z—/3—i.
(b) Déterminer zo, l'affixe de May, en fonction de z.

(c) En déduire que le point I, milieu du segment [M;Ms], est un point fixe.
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ROTATIONS, HOMOTHETIES ET TRANSFORMATIONS

RAPPEL DE COURS

L’écriture complexe d’une rotation de centre Q(w) et d’angle a est 2/ — w = e™¥(z — w) ; celle d’une
homothétie de centre Q(w) et de rapport k € R* est 2/ —w = k(z —w). Plus généralement, z’ = az + b avec

a # 1 définit une similitude directe de centre le point fixe w = — de rapport |a| et d’angle arg(a).
—a

EXERCICE 23 )

Similitude directe - Point fixe - Cercle circonscrit

Le plan complexe (P) est muni d’un repére orthonormé direct (O, @, v). On considere les points
3
A et B d’affixes respectifs a = 27 et b = 2 (_\/§ + z) Soit F' la transformation qui lie tout point
M (z) avec le point M'(2’) tel que :
2= (1+2i)z — (4 + 24).

(1) (a) On pose A’ = F(A) et B' = F(B). Calculer aff(A’) et aff(B’).
(b) Montrer que F' admet un seul point fixe  dont on déterminera affixe w.

(c) Montrer que F' = h or, ou h est une homothétie et r une rotation de centre 2, en
déterminant le rapport de h et I'angle de r.

(2) Soit M(z) un point de (P) distinct de Q(w), et M'(2’) son image par F.
(a) Montrer que : 2/ — 2z = —2i(w — 2).

! _—
et une mesure de 'angle (MM’, ]\—46)

(b) En déduire la valeur de
(c) Comment construire le point M’(z") sachant la position du point M(z) ?

(3) Soit C le centre du cercle (I') circonscrit au triangle OAB. On désigne par R le rayon du cercle
(T") et on pose ¢ = aff(C).

_4\/27,

(a) Montrer que: c—¢=2iet c+c¢c= 3

(b) En déduire c et R.

EXERCICE 24

Racines cubiques de I'unité - Transformation - Triangle équilatéral

3 2
Soit m un complexe non nul donné et j = —3 + \2[2 =%,

Partie |

On considere dans ’ensemble C ’équation d’inconnue z :

(Bp): 22+mjz+m?j=0.
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(1) Vérifier que : j3 =1et 1+ 5+ 52 =0.
(2) (a) Montrer que le discriminant de I'équation (E,,) est A = [m(1 — j)]*.
(b) Déterminer z; et z3 les deux solutions de I’équation (E,,).

(3) Dans cette question, on suppose que m = 1 + 3.

)2022

e Montrer que (21 + 29 est un imaginaire pur.

Partie Il

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, 7). Soit ¢ la transformation du
plan complexe qui & tout point M (z) fait correspondre le point M’(z") tel que : 2’ = (1 + j)=.
(1) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de 'application ¢.
(2) On considere les points A, B et C' d’affixes respectives m, mj et mj2. On note A'(a’), B'(V)

et C'(') les images respectives des points A, B et C par lapplication ¢, et soient P(p), Q(q)
et R(r) les milieux respectifs des segments [BA'], [CB'] et [AC"].

(a) Montrer que : @’ = —mj?, b’ = —m et ¢ = —mj.

(b) Montrer que : p + qj +rj2 = 0.

(c) En déduire que le triangle PQR est équilatéral.

EXERCICE 25 )

Alignement - Deux rotations d’angle % - Nature d’un triangle

Soit m € C\ {-1,0,1}.
Partie |
On considere dans C 'équation (E,,) d’inconnue z :

(Bp): mz22—(m-1)%22—(m-1>2=0.
(1) (a) Montrer que le discriminant de I'équation (Ey,) est A = (m? — 1)2.
(b) Déterminer z; et z3 les deux solutions de I’équation (E,,).

0

(2) On prend uniquement dans cette question m = e avec 0 < 6 < 7. Ecrire z; et zy sous forme

exponentielle.

Partie Il

—

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O, i, 7). On considére les deux points

1
A et B d’affixes respectifs m — 1 et — — 1.
m

(1) Montrer que les points O, A et B sont alignés si et seulement si m € R.
(2) On suppose que m n’est pas un nombre réel. Soient C' I'image du point B par la rotation de
m . . . ™ .
centre A et d’angle —, et D I'image du point A par la rotation de centre O et d’angle 3 ; soient
P(p), Q(q) et R(r) les milieux respectifs des segments [AC], [AD] et [OB].

1 x
(a) Montrer que l'affixe du point C' est c=m — 1+ ( — m) e's et que 'affixe du point D
m

est d = (m — 1)e's.
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1

(b) Montrer que : 2(p—7) = m—1+ (m - m> (eig — 1) et 2(g—r) = (m—1)e's — <; — m>

(c) Montrer que : ¢ —r = €'5 (p — 7).
(d) Quelle est la nature du triangle PQR ? Justifier votre réponse.

EXERCICE 26 N

Equation a trois paramétres - Centres de rotation - Cocyclicité

Soient a, b et ¢ trois nombres complexes non nuls tels que : a + b # c.
(1) (a) Résoudre dans I’ensemble C I’équation (E): 22 — (a +b+c)z + c(a +b) = 0.

(b) On suppose dans cette question que : a =i, b=¢€"'s et ¢ =a—0b. Ecrire les deux solutions
de I’équation (F) sous forme exponentielle.

(2) Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, 4,7 ). On consideére les trois
points A(a), B(b) et C(c) qu’on suppose non alignés. Soit P(p) le centre de la rotation d’angle

g qui transforme B en A, Q(q) le centre de la rotation d’angle (—g) qui transforme C en A,
et D(d) le milieu du segment [BC].

(a) Montrer que : 2p =b+a+ (a —b)i et 2¢ =c+ a+ (c — a)i.
p—d

b) Calculer : ——.

(b) Calculer p—

(c) En déduire la nature du triangle PDQ).

(3) Soient E le symétrique de B par rapport a P, F' le symétrique de C par rapport a @, et K le
milieu du segment [EF].

(a) Montrer que I'affixe de K est k = a + %(c —b).
(b) Montrer que les points K, P, @ et D sont cocycliques.

EXERCICE 27 \

Forme exponentielle - Triangles équilatéraux - Losange

Soit @ un nombre complexe non nul.
Partie |

On considere dans ’ensemble des nombres complexes C 1’équation d’inconnue z :
(By): 22 —ioaV3z—a?=0.

(1) (a) Vérifier que le discriminant de (E,) est A = a?.
(b) Résoudre dans C I’équation (E,).
(2) Sachant que a = |ale® (A € R), mettre les deux racines de 1’équation (E,) sous la forme

exponentielle.

Partie Il
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On suppose que le plan complexe est rapporté & un repere orthonormé direct (O,u, 7). On

1+iv3 —1+iV3
2

considere les points 2, M7 et Mo d’affixes respectivement «, z1 = o et zg = #a,

et soit R la rotation de centre O et d’angle g

(1) (a) Montrer que R(Q2) = M; et que R(M;) = M.
(b) En déduire que les deux triangles OQM; et OM; My sont équilatéraux.
(2) (a) Vérifier que : 21 — 22 = a.
(b) Montrer que les deux droites (Q2Ms) et (OM;) sont orthogonales.
(c) En déduire que OQM; M, est un losange.
| et

zZo—a 29— |« )
- est un réel.

(3) Montrer que pour tout réel 6, le nombre Z = : 7
z1—a  z1— |alét

EXERCICE 28 N

Discussion selon le paramétre - Rotation - Lieu circulaire

Partie |

Soit m un nombre complexe. On considere dans C 1’équation :
(Ep): 224+ (im+2)z+im+2—m=0.
(1) (a) Vérifier que le discriminant de I'équation (E,,) est A = (im — 2i).
(b) Donner suivant les valeurs de m l’ensemble des solutions de (E,,).

(2) Pour m = i/2, écrire les deux solutions de (E,,) sous la forme exponentielle.

Partie Il
Le plan complexe est rapporté & un repere orthonormé direct (O, u, 7). On considére les points
A, Q, M et M’ d’affixes respectifs a = -1 — 4, w =14, met m' = —im — 1 + 1.
-7
(1) Soit R la rotation d’angle - et qui transforme M en M'.

(a) Vérifier que 2 est le centre de la rotation R.
(b) Déterminer 'affixe b du point B tel que A = R(B).

(2) (a) Vérifier que : m' —a = - Z(m —b).
T

(b) En déduire que les points A, M et M’ sont alignés si et seulement si les points A, B, € et
M sont cocycliques.

(c) Montrer que I’ensemble des points M tels que les points A, M et M’ soient alignés est un
cercle dont on déterminera le centre et le rayon.

EXERCICE 29

Rotation de centre (2 - Cercle de diamétre [AB] - Cocyclicité
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Soit m un complexe non nul.

Partie |

On considere dans C I’équation d’inconnue z :
(Em): 222 -2m+14+3)z4+m?+ (1 +i)m+i=0.
(1) Vérifier que le discriminant de I’équation (E,,) est A = (2im)2.
(2) Résoudre dans C l'équation (Ey,).

Partie Il

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (O, ,7). On suppose que m €

C—{0,1,i} et on pose : 2z = R

1—1
(m+1) et 20 = T(m + i). On considere les points A, B,
M, My et My d’affixes respectives 1, 7, m, 21 et zo.

(1) (a) Vérifier que : 23 = izg + 1.

14
(b) Montrer que M est I'image de My par la rotation de centre €2 d’affixe w = al et d’angle
il
5"
— —1
(2) (a) Vérifier que : 2o
Z1—m m—1

(b) Montrer que si les points M, M; et My sont alignés, alors le point M appartient au cercle
(") dont 'un des diametres est le segment [AB].

(c) Déterminer I’ensemble des points M tels que les points €, M, M; et M soient cocycliques.
zZ1 — W .
=1.)

(Remarquer que
29 — W

ALIGNEMENT, ORTHOGONALITE ET COCYCLICITE

EXERCICE 30 N

Equation liée 3 a® = b2 + ¢? - Cocyclicité - Alignement

—

Le plan complexe (P) est muni d’un repeére orthonormé direct (O, @, ¥ ). Soient 6 € | — ;7| et a,
b, ¢ des réels strictement positifs tels que : a? = b? + 2.

Partie |
On pose p = acosf + ibsin 0 et on considere dans ’ensemble C 1’équation :
(E): 22—-2pz+c®=0.

(1) Vérifier que : p? —c? = (bcos 6 + iasin #)®. Puis en déduire les solutions de Péquation (E) sous
forme exponentielle.

(2) On notera zj et z2 les solutions de (E). Soient M, Ms, E et F les points d’affixes respectifs
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z1, %2, c et —c.

22+ ¢C z21+c¢
zZ9 —C zZ1 —C

e Montrer que : . En déduire que les points M7, Ms, E et F sont cocycliques.

Partie Il

Dans cette partie, on considére les points B(—a), C(a), D(b+ ic), et A est le symétrique de D
par rapport a ’axe imaginaire.

(1) Justifier que l'affixe de A est z4 = —b + ic.

(2) Soit R la rotation de centre C' et d’angle . On pose : A’ = R(A) et B’ = R(B).
e Montrer que : z4 = a (1 = eie) + (=b+ic)e et zp =a (1 = Qeie).

(3) On désigne par I et J les milieux respectifs des segments [A’D] et [B'C].

21 at+b | ¢ 1+ e
(a) Montrer que : o 2 —i—l-%xm.

(b) En déduire que les points O, I et J sont alignés.

EXERCICE 31 N

Ensemble 2z’ € iR - Racines carrées - Cercle

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O, i, 7 ), on consideére les points A(1)
z—1

et B(—1). A tout point M(z) distinct de B on associe le point M'(2’) tel que : 2/ = =
2

(1) Montrer que : |z| =1 < 2/ €iR.
(2) On considére dans C I'équation : (E) : 22 —2e¥2+1 =0, ou § €]0;7[.
(a) Déterminer les racines carrées du nombre complexe a = ¢*? — 1 sous forme exponentielle.

(b) En déduire ’ensemble des solutions de ’équation (F).

(3) On considere les points M;(z1) et Ma(z2) d’affixes respectifs :
21:6i9+v2sin¢96"6+777 et zQ:eie—\/QsinﬁeiHTﬂ.

(a) Vérifier que Im(z1) # 0.

(b) En déduire que les points A, B et M) ne sont pas alignés.

/
z
—} = —1, puis en déduire que A, B, M; et M, sont cocycliques.

2

(c) Vérifier que : .

2 6 ™ 0w
(4) Montrer que : e —i = —2cos <2 + 4> 61(5_1), puis en déduire que le point My appartient a

un cercle (I') dont on déterminera le rayon et 'affixe du centre.

EXERCICE 32 \

Symétrique par rapport a I'axe imaginaire - Parallélogramme - Orthogonalité

Soit m un nombre complexe différent de 2 et de —i. Le plan complexe est rapporté a un repere
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—

orthonormé direct (O, 1, 7). On considére dans I’ensemble C 1’équation d’inconnue z :
(E): 22— (m—1i)z—im=0.

(1) (a) Vérifier que le discriminant de I'équation (E) est (m + ).
(b) Déterminer z; et z3 les deux solutions de (E).

=, . .
(c) Sachant que m = e's, écrire le nombre z; + 29 sous forme exponentielle.

(2) On considere les points A, B et M d’affixes respectifs 2, —i et m, et soit M’ le symétrique de
M par rapport a ’axe imaginaire.
(a) Déterminer en fonction de m 'affixe de M’.

(b) Déterminer en fonction de m laffixe du point N tel que le quadrilatere ANM B soit un
parallélogramme.

(c) Montrer que les deux droites (AM) et (BM') sont perpendiculaires si et seulement si
Re((2 — i)m) = Re(m?).

EXERCICE 33 \

Point sur le cercle circonscrit - Médiatrice - Forme trigonométrique

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (O, 4,7 ). On considére dans le plan
complexe deux points M; et M tels que les points O, M; et Ms soient distincts deux a deux et
non alignés. Soient z1 et 2o les affixes respectives des points M; et Ms, et soit M le point dont

2212
laffixe z vérifie la relation : z = 1=2
z21 + 22
21—z Z
(1) (a) Montrer que : ! x 2 =_1.
9 — % z1

(b) En déduire que le point M appartient au cercle circonscrit au triangle OM; Mo.
(2) Montrer que si zo = z7 alors M appartient a 'axe des réels.

(3) On suppose que My est I'image de M; par la rotation de centre O et de mesure d’angle «, ou
a est un réel de l'intervalle |0; 7.

(a) Calculer 2o en fonction de z; et de .
(b) Montrer que le point M appartient & la médiatrice du segment [M;Ms].

(4) Soit @ un réel donné de 'intervalle |0;w[. On suppose que z1 et 2z sont les deux solutions de
I’équation : 6t% — (eze + 1) t+ (e’o — 1) = 0.

e — 1

e +1°

(b) Donner, en fonction de 6, la forme trigonométrique du nombre complexe z.

EXERCICE 34 ~

Deux parties indépendantes - Projeté orthogonal - Orthogonalité

(a) Sans calculer z1 et zo, vérifier que : z = 2

—

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (O, @, V).
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Partie |

Soit @ un nombre complexe non nul. On considere dans C I’équation :
(E): 22+ (2—1d)az— (1+4)a®=0.
(1) Déterminer zj et zo les solutions de I’équation (E).
(2) (a) Vérifier que : 2120 = a?(i — 1).

-3
(b) Montrer que : 2122 est un nombre réel <= arg(a) = T [E}

Partie ll

Soient ¢ un nombre réel non nul et z un nombre complexe non nul. On considere les points A, B,
C, D et M d’affixes respectives 1, 1 + 1, ¢, ic et z.

(1) (a) Montrer que A, D et M sont alignés <= (ic+ 1)z + (ic — 1)Z = 2ic (remarquer que
c=7).

(b) Montrer que : (AD) L (OM) < (ic+ 1)z — (ic—1)z=0.
(2) Soit h l'affixe du point H, projeté orthogonal du point O sur (AD).

(a) Montrer que : h — (1 +14) = é(h —c).

(b) En déduire que (CH) L (BH).

EXERCICE 35 )

Symétrie centrale - Rotation - Ensemble cocyclique

Partie |

Soit m un nombre complexe non nul. On considére dans I’ensemble C 1’équation d’inconnue z :
(Ep): 224[Q—i)m—4z—im?> 201 —i)m+4=0.

(1) Vérifier que le nombre z; = —m + 2 est solution de I’équation (E,,).
(2) Soit 23 la deuxieme solution de I’équation (E,,).
(a) Montrer que : 2120 =1 <= im? +2(1 +i)m—3=0.

(b) Déterminer les deux valeurs de m pour lesquelles on a zj - 29 = 1.

Partie Il

Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O, @, ¥ ), on considére I'application
S qui au point M d’affixe z fait correspondre le point M’ d’affixe 2’ tel que : 2/ — 1= —(z — 1),
T
et la rotation R de centre le point 2 d’affixe (1 + i) et d’angle 35 soit z” Daffixe du point
M" = R(M).
(1) (a) Montrer que l'application S est la symétrie centrale de centre le point d’affixe 1.
(b) Montrer que : 2" =iz + 2.

(2) Soit A le point d’affixe 2. On suppose que le point M est distinct du point O, origine du repere.
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"

)
(a) Calculer %’ en déduire la nature du triangle AM’'M".
Z —_—

!/

(b) Déterminer ’ensemble des points M pour lesquels les points A, Q, M’ et M” sont cocy-
cliques.

EXERCICE 36 ~

Partie imaginaire d’un rapport - Perpendicularité - Cocyclicité

Soit a € [0;27]. On considére dans l’ensemble des nombres complexes C l'équation (E,)
d’inconnue z : ' '
(Eo): 22 —2%"(1 + 2i)z 44220122 —

Partie |

(1) (a) Vérifier que le discriminant de 'équation (E,) est Ay = (2%€™(1 — 21’))2.

(b) En déduire les deux solutions a et b de 'équation (E,) avec |a| < |b|.
b
(2) Vérifier que — est un imaginaire pur.
a

Partie Il

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O,u, 7). On note par M(z) le

b b
point d’affixe le nombre complexe z. On pose — = Ai avec A\ = Im(
a a

1 1 1
(1) On considere les points A(a), B(b) et H(h) avec 7= + 5
a
h A
(a) Montrer que : 5 = — ()\24-1) i, puis en déduire que les droites (OH) et (AB) sont
—a
perpendiculaires.
h — 1
(b) Montrer que : 2 ¢ _ SRR puis en déduire que les points H, A et B sont alignés.
—a
(2) Soient I(m) le milieu du segment [OH] et J(n) le milieu de [H B].
(a) Montrer que : = —\i.
m—a

(b) En déduire que les droites (OJ) et (Al) sont perpendiculaires et que OJ = |\| Al.

(c) Soit K le point d’intersection des droites (OJ) et (AI). Montrer que les points K, I, H
et J sont cocycliques.

(d) Montrer que les droites (I.J) et (OA) sont perpendiculaires.

LIEUX GEOMETRIQUES ET PROBLEMES DE SYNTHESE
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EXERCICE 37 \

Transformation 2’ =  (z + 1) - Médiatrice et cercle

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, @, v'). Soient M le point d’affixe

1 1
le nombre complexe non nul z et M’ le point d’affixe 2’ = 5 <z + >
z

(1) Déterminer le nombre complexe z pour que les deux points M et M’ soient confondus.

(2) On suppose que M est distinct des points A et B d’affixes respectifs 1 et —1. Montrer que :
Z+1  (z+1\?
Z—-1 \z-1/°

(3) Soit (A) la médiatrice du segment [AB].

e Montrer que si M appartient a (A) alors M’ appartient a (A).
(4) Soit (') le cercle dont un diametre est [AB].
e Montrer que si M appartient a (I") alors M’ appartient a la droite (AB).

EXERCICE 38 N

Equation en €% - Projeté orthogonal - Cocyclicité

Soit 0 € [0; 7].
Partie |

On considére dans ’ensemble des nombres complexes C ’équation (Ejp) d’inconnue z :
(Eg): 224+ (1 —1i)e2—14e? =0.

(1) (a) Vérifier que : (Ep) < (2z+ (1 — z')ew)2 =(1+ i)eie)z.

(b) En déduire les deux solutions z; et zo de I’équation (FEp) avec Im(z1) < 0.

1 0
(2) (a) Montrer que : At —tan(2>.

z9+1
21 + 122

(b) En déduire la forme exponentielle du nombre complexe v
Z9 2

Partie Il

Dans le plan complexe P muni d’un repére orthonormé direct (O, w, ¥ ), on considere les points

A, B et C d’affixes respectives a = €, b = (1 +14)e? et ¢ = b — a. Soient m un nombre réel de
™ A

10; 1[, R la rotation de centre O et d’angle 5 et le point @ d’affixe ¢ = me®

(1) (a) Déterminer laffixe p du point P, image du point @) par la rotation R.
(b) Vérifier que : R(A) =C.

(2) Soit H le point d’affixe h = L)
m—i
2
= 1 6= 1
(a) Montrer que : pha:mnj— ietp_Z:m2+1.

(b) En déduire que H est le projeté orthogonal du point O sur la droite (AP).
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b—h 1
Mont T —— = —1.
(c) Montrer que “h —
(d) En déduire que les droites (QH) et (HB) sont perpendiculaires.
(e) Montrer que les points A, @, H et B sont cocycliques.

EXERCICE 39 N

Rotation et homothétie - Condition de cocyclicité

Partie |

Soit m € C*. On considere dans C I’équation d’inconnue z :

(B): 22— (2+i)mz+m*(1+1i)=0.
(1) (a) Vérifier que le discriminant de I’équation (E) est A = (im)?.
(b) Résoudre dans C I’équation (F).
(2) Soient z1 et zo les deux solutions de (E). Mettre sous la forme exponentielle 2122 dans le cas
onm =re? (r e R%, 0 €R).
Partie ll

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O, €i,é3). On pose z; = m et
zo = m(1+14). Soit M, le point d’affixe z1, Ms le point d’affixe z9, M3 (z3) I'image du point O

par la rotation de centre My et d’angle <_27T>, et My (z4) 'image du point M; par 'homothétie
de centre O et de rapport k (k € R* — {1}).

(1) Calculer z3 en fonction de m et z4 en fonction de m et k.

R4 — 22 23— <1
X

(2) Donner la forme algébrique de .
24— 21 23— 22

(3) En déduire que les points My, My, Mz et My sont cocycliques si et seulement si k = —2.

EXERCICE 40 N

Polygone régulier - Suite de points - Limite d’'un périmétre

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O, €7, €3). Soient (C) le cercle de
centre O et de rayon R (R > 0) et A le point du cercle (C) d’affixe R. Soient n un entier naturel

tel que n > 2, et r la rotation de centre O et d’angle il On considere la suite de points (My),cn
du cercle (C) définie par : "
My=A et My =r(My),
et soit 2 l'affixe du point M.
(1) (a) Pour tout k € N, exprimer z;4; en fonction de zg.
(b) En déduire zj en fonction de k et n.
(c) Comparer M,, et M.

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 29 ifﬁ“




Polycopié lll — Nombres complexes

(d) Construire la figure pour n = 16 et R = 4 cm.

n

n—1
(b) On pose : L, = ZHMkMkHH. Déterminer
k=0

n—

géométrique.

(2) (a) Montrer que pour tout k € N : HMkMkHH = 2Rsin<i).

111}_1 L,, et donner une interprétation
o

Partie VII - Lieux géométriques et synthese
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