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Avant-propos

Ce polycopié rassemble quarante exercices d’arithmétique dans Z, sélectionnés dans une base
de devoirs surveillés et d’examens blancs. Les énoncés couvrent l'intégralité du programme :
divisibilité, PGCD et PPCM, équations diophantiennes, congruences et systémes de congruences,
petit théoréeme de Fermat, nombres premiers et systémes de numération.

Les exercices sont regroupés en sept parties thématiques, de difficulté croissante a l'intérieur
de chaque partie. Les trois dernieres parties proposent des problémes longs, de structure iden-
tique a celle des épreuves de ’examen national.

La plus grande partie des exercices de ce polycopié a été extraite des anciens devoirs surveillés du pro-
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Polycopié V — Arithmétique Partie | - Divisibilité, PGCD et PPCM

DIVISIBILITE, PGCD ET PPCM

RAPPEL DE COURS

Bézout : aANb =1 < J(u,v) € Z* au+bv=1. Gauss: sia|bcetaAb=1, alorsa|ec Si
d=aANb,on écrit a=da’ et b=db avecd ANV =1,et aANbxaVb=|abl.

m )

Equation 2* (2° + 7) = y(2z + y) - Méthode du PGCD

On considere dans N* x N* I’équation :
(B): 2 (2*+7) =y(2z +y).

(1) Soit (x,y) une solution de (F). On pose : x =da et y=db,oud=zAy.
(a) Vérifier que : a® (d*a® +7) = b(2a + b).
(b) En déduire qu'il existe k € N tel que : 2a + b = ka® et d?a®> + 7 = kb.
(c) Montrer que : a = 1. Puis en déduire que : (b+ 1)? = d? + 8.

(2) Résoudre dans N* x N* I’équation (E) en justifiant la réponse.

EXERCICE 2 N

Carrés parfaits - Irrationalité - Equation a® = 202 + 1

Partie |

(1) Soient x,y € N* tels que : x Ay =1 et xy est un carré parfait.

e Montrer que z et y sont des carrés parfaits.

(2) En raisonnant par I’absurde, montrer que : (Yn € N*); /n++vn+1¢ Q.

Partie Il
Soient a,b € N* tels que : a? = 2b® + 1.
(1) Montrer que : a Ab=1.

(2) Déterminer (a — 1) A (a + 1), puis en déduire que a — 1 ou a + 1 est divisible par 2 et non
divisible par 4.

(3) On suppose que a — 1 est divisible par 2 et non divisible par 4.

=1l
e Montrer que : ((12> A (a+1) = 1. Puis en déduire que 4/ ¢ 3 et va+ 1 sont des

entiers naturels qui divisent b.

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 5 w‘




Polycopié V — Arithmétique Partie | - Divisibilité, PGCD et PPCM

m )

Entiers consécutifs - Nombres premiers de la forme 3k + 1

(1) Soit a € N* tel que a > 5. On considere les entiers a et a + 1.
(a) Montrer que : a A (a+1) = 1.
(b) Montrer que : (a+ 1) A (a® — a + 1) divise 3.

(c) Soit p un diviseur premier de a? — a + 1. Montrer que : a® = —1 [p], puis en déduire que
6 —
a® =1 [p].

(2) Pour tout n € N*, on pose : A, =3 (n!)> +3(n!) + 1.
(a) Soit p un diviseur premier de A,. Montrer que : p > n.

(b) En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers qui s’écrivent sous la forme 3k+1,
ou k € N*.

m )

Produit égal 3 un cube - PGCDdea — leta’® +a+ 1

Partie |

Soient a, b et ¢ des entiers naturels non nuls tels que : ab=c3 et a Ab=1.
e Montrer qu’il existe («, ) € (N*)2 tel que : a = a2 et b= 3.

Partie ll
Soit a € N* tel que : a > 2.
(1) Vérifier que: a®* —1=(a—1) (a*+a+1).
(2) Montrer que : (a — 1) A (a* + a + 1) divise 3.
(3) On suppose que a — 1 et a® + a + 1 ne sont pas divisibles par 3.

e Montrer que : (a —1) A (a2 +a+ 1) = 1. Puis en déduire que si a® — 1 est un cube parfait,
alors @ — 1 et a® + a + 1 sont des cubes parfaits.

(4) Montrer que : <(13> A (a® +a+1) =1 lorsque 3 divise a — 1 et 9 ne divise pas a® + a + 1.

m )

Divisibilité - PGCD et PPCM - Systéme

(1) Résoudre dans Z? I'équation : (E): 3z — 2y = 5.
(2) Déterminer I’ensemble des solutions de (E) dans N2,

(3) Déterminer le plus petit entier naturel  supérieur a 2014 vérifiant : (F) : y® = 15z [41] pour
un certain y € Z.

(4) Soient a et b deux entiers naturels non nuls tels que : a Ab =6 et a Vb = 180.

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 6 ifﬁ“



Polycopié V — Arithmétique Partie Il - Equations diophantiennes

e Déterminer tous les couples (a,b) possibles.

—m )

Somme S,, = 3 11" - Divisibilité - Equation associée

n
Pour tout n € N* on pose : Sn:1+11+112+113+~-+11”:ZH’“.
k=0

(1) Vérifier que : (Vn € N*); 105, = 11"+ — 1.
(2) Montrer que : Sao1s A 11 = 1, puis en déduire que Sao1g A 112017 = 1.

(3) (a) Montrer que : 112 =1 [Sa018] admet des solutions dans Z.
(b) Déterminer ’ensemble S des solutions de ’équation (E) : 1lx =1 [Sag1g], et vérifier que
S = {112017 + So018 k / ke Z}.

(4) Soit p un diviseur premier de S915. Montrer que : p # 5, puis en déduire le reste de la division
euclidienne de Ssg18 par 5.

(5) Résoudre dans Z? I'équation : 112918z — 5y = 1.

EQUATIONS DIOPHANTIENNES

METHODE

Pour résoudre ax + by = ¢ dans Z? : on vérifie que d = a A b divise ¢, on cherche une solution particuliére

b
(z0,yo) par lalgorithme d’Euclide, puis toutes les solutions s’écrivent x = xo + &k, Y =1y — gk, kel.

EXERCICE 7 N

Equation 82 — 5y = 1 - Systéme de congruences - Probléme concret

On considere dans Z? 1’équation (E) : 8z — 5y = 1.
(1) (a) Justifier que I’ensemble des solutions de (£) est non vide.
(b) Déterminer I’ensemble des solutions de (E).
8]
[5]
(3) (a) Résoudre dans Z? I’équation (F) : 8x — 5y = 100.

(b) Un groupe de garcons et de filles a dépensé dans une excursion un montant de 1000 DH.
Chaque garcon a dépensé 80 DH et chaque fille a dépensé 50 DH.

1
(2) Résoudre dans Z le systeme (S) : {x ;
x

e Donner les répartitions possibles du groupe, en justifiant la réponse.
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Polycopié V — Arithmétique Partie Il - Equations diophantiennes

m )

Equation 143u — 840v = 1 - Anneau Z/840Z - Ordre

(1) On considére dans Z? 'équation : (E): 143u — 840v = 1.
(a) Vérifier que : 143 x 47 — 840 x 8 = 1. Puis en déduire 143 A 840.
(b) Résoudre I'équation (E), en précisant les différentes étapes.
(c) Résoudre dans Z/840Z I’équation (F)): 143 x d = 1.
(2) Soit n € N* tel que : n A 899 = 1.
(a) Montrer que : nA29=1et n A3l =1.
(b) En déduire que : n84° =1 [899].

(3) Déterminer un entier naturel n tel que : 100 < n < 1000 et n'43 = 2 [899].

Equation 1482 — 97y = 1 - Systéme 2 trois congruences - Somme S,

Partie |
On consideére dans Z? I'équation : (E): 148z — 97y = 1.
(1) En utilisant ’algorithme d’Euclide, donner une solution de (E).
(2) Déterminer ’ensemble des solutions de (E).

(3) Résoudre dans Z/148Z I’équation (F) : 97 x u = 1.

n=214
(4) (a) Soit n € Z. Montrer que : 14 < n =6 [148|].
n =6 [37]
n =24
(b) En déduire ’ensemble des solutions du systeme (S) : { n =6 [37]
= 7 [97]
Partie Il
147
Pour tout n appartenant a F = {2;3;...;148}, on pose : S, = an
k=0

(1) Vérifier que 149 est premier.
(2) (a) Montrer que : (Vn € E); n4® =1 [149].
(b) En déduire que : (Vn € E); S, =0 [149].
(3) (a) Montrer que : (Vn € E); n'¥A(n—1)=1.
(b) Résoudre dans Z? I’équation (E,) : n'*¥z — (n — 1)y = n.

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 8 if-&“



Polycopié V — Arithmétique Partie Il - Equations diophantiennes

EXERCICE 10

Equation 8z — 17y = 11 - Congruences de puissances - Systéme

Partie |
On considére dans I’ensemble Z? I’équation suivante : (E): 8z — 17y = 11,
(1) (a) Vérifier que (—22, —11) est une solution particuliere de (E).
(b) Résoudre I’équation (F) en précisant les différentes étapes.
(2) On considére dans Z I'équation (F) : x'° = 4 [17]. Soit z € Z une solution de (F).
(a) Montrer que : x A 17 = 1. Puis en déduire que : !0 =1 [17].
(b) Montrer que : 4z =1 [17]. Puis en déduire que : x = 13 [17].

(c) Déterminer, en justifiant la réponse, 'ensemble des solutions de (F').

Partie Il
Soient (n,z) € N* X Z et p un entier naturel premier.
(1) Montrer que : 22 =0 [p*"] =z =0 [p"].
x5 =4 [17]

> Soit x € Z une solution du
x* — 4z — 60 = 0 [64]

(2) On considéere dans Z le systeme (S) : {

systeme (.9).

(a) Montrer que : x = 98 [136].

(b) Déterminer, en justifiant la réponse, I'ensemble des solutions du systéeme (S).
z® =4 [17]

x? — 4z — 2021 = 0 [2025]
décomposition de 2025 en facteurs premiers.

EXERCICE 11

(3) Résoudre dans Z le systeme (S') : On donne : 2025 = 3* x 52 la

Equation 232 — 47y = 1 - Théoréme de Wilson - Application

On considére dans Z? 'équation : (E) : 23z — 47y = 1.
(1) (a) Vérifier que (F) admet au moins une solution dans Z2.
(b) Résoudre I’équation (E), en précisant les différentes étapes.
(2) Déterminer tous les entiers relatifs NV tels que : {N =123]
N =2 [47]
(3) (a) Résoudre dans Z/47Z 'équation : 2% = 1.
(b) Montrer que pour tout x € {1,2,3,...,46}, on a : 2 =1 [47] ou 223 = —1 [47].
(c) Montrer que : 46! = —1 [47].

(4) Montrer que : 2°% =1 [1081].

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 9 if-&“



Polycopié V — Arithmétique Partie lll - Congruences et systéemes

EXERCICE 12

Equation 4z — 5y = 1 - PGCD de deux suites - Divisibilité de 2¢ + 3°

(1) (a) Résoudre dans Z? I’équation : (FE): 4z — 5y = 1.

x =3 [5)

(b) En déduire I’ensemble des solutions dans Z du systeme (5) : { 2[4
r =
(2) Pour tout n € N, on pose : a =4n+3 et b=3n+ 1.

(a) Montrer que : (Vn € N); aAb= (n+2)Ab5, puis en déduire les valeurs de ’entier naturel
n telles que : a Ab=5.

(b) Montrer que : 2% +3°=0[5] «—= 2°°=41]5].
n > 2018
(c) Déterminer le plus petit entier naturel n tel que : { 2% + 3 =0 [5]
aANb=5
(3) Soit p > 5 un nombre premier.

e Montrer que : 2P + 3P =0 [p| <= p =>5.

CONGRUENCES ET SYSTEMES DE CONGRUENCES

EXERCICE 13

6°° = 1[55] - Equation 17z — 40y = 1 - Systéme de puissances

(1) (a) Montrer que : 630 =1 [55].
(b) En déduire le reste de la division euclidienne de 633 par 55.
(2) On considére dans Z? 'équation (E): 17z — 40y = 1.
(a) Montrer que I'ensemble des solutions de (F) est non vide.
(b) En utilisant I’algorithme d’Euclide, donner une solution de (E).
(c) Déterminer ’ensemble des solutions de (E).

(d) Déterminer le plus petit entier naturel zg tel que : 17z = 1 [40].

. . " =a[55]
(3) On considere dans Z le systeme (S) : 20 oua € N.
x* =1 [55]
e Montrer que si x € Z est solution de (.9), alors : x = a3 [55].
(4) On suppose dans cette question que : a A 55 = 1.
(a) Montrer que : a*® = 1 [55].
(b) En déduire que I'ensemble des solutions de (S) est S = {a®* + 55k / k € Z}.

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri *I O i’df,“



Polycopié V — Arithmétique Partie lll - Congruences et systéemes

, ‘ . ) 217 = 6 [55] ,
(5) Montrer que l’ensemble des solutions du systeme (5') : 0 _ est : S =
x

{51+ 55k / k € Z}.

EXERCICE 14 N

Equation 252 — 4y = 1 - Suite a,, = 52" . Chiffres identiques

Partie |
On considére dans Z?2 'équation (E) : 25x — 4y = 1.
(1) (a) Justifier que I’ensemble des solutions de (E) est non vide.
(b) Déterminer I’ensemble des solutions de (E).
0 [25]
1[4]

(a) Montrer que si x est solution de (5), alors : x = 25 [100].

(2) On considére dans Z le systeme (S) : {x
7

(b) Déterminer ’ensemble des solutions de (.5) en justifiant la réponse.
Partie Il

x =
Pour tout entier naturel n > 2, on considere dans Z le systeme (S),) : { ’ On pose :
x e
ap = 52",
(1) Vérifier que a,, est solution de (S,) pour tout n > 2.
(2) Soit x une solution entiere de (.Sy,).
e Montrer que : 22 est solution de (S,+1) et que : 2 =z [107].

(3) Déterminer un entier naturel p strictement plus petit que 1000 tel que p et p? ont respectivement
le méme chiffre des unités, des dizaines et des centaines.

(4) Déterminer l’ensemble des solutions du systeme (Sy,).

EXERCICE 15 )

Equation 10” = 2[19] - Ordre multiplicatif

On considere dans N I'équation : (E) : 10* =2 [19].
(1) (a) Montrer que : 10*® =1 [19].
(b) En déduire que : 10*7 = 2 [19] (on pourra utiliser le théoréme de Gauss).
(2) Soit z € N une solution de I’équation (E). On pose : d = 18 A (z + 1).
(a) Vérifier que : 10**1 =1 [19].
(b) Montrer que : 10¢ =1 [19].
(c) Justifier que : d = 18, puis en déduire que : x = 17 [18].
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Polycopié V — Arithmétique Partie lll - Congruences et systéemes

(3) Soit x € N tel que : = =17 [18].
e Montrer que : 10 = 2 [19] (on pourra utiliser 1)b)).

(4) Donner I’ensemble des solutions de I’équation (E) en justifiant la réponse.

EXERCICE 16

Equation 2018z + 2017y = 2 - Systéme de congruences

(1) On considére dans Z? 'équation : (E) : 2018z + 2017y = 2.
(a) Vérifier que 2018 A 2017 = 1, puis déterminer une solution particuliere de (E).
(b) Déterminer I’ensemble des solutions de (F) dans Z2.

(2) On considére dans Z I'équation : (F): 2016 2209 + 2 — 2 = 0 [2018].

(a) Montrer que si z est solution de (F), alors : x A 2018 = 1.

(b) Montrer que : (Vo € Z); 2'0% = £1 [2018] lorsque x A 2018 = 1.

(c) En déduire I’ensemble des solutions de 1’équation (F).

(z + 2)2°% = 6 [1009]

3) Résoudre dans Z 1 te S)
(3) Résoudre dans Z le systeme (.5) { T = 2 [2017]

EXERCICE 17

Equation 72 — 3y = 1 - Congruences quadratiques - Systéme

Partie |
(1) Résoudre dans Z? I'équation : (F): 7x — 3y = 18.
(2) Soient k € N et (z,y) € Z? tels que : © =Tk +2 et y = 5k + 4.

o Vérifier que (7k + 2) A (5k + 4) divise 18, puis en déduire les valeurs de k pour lesquelles
zAy=1.

Partie Il
(1) Résoudre dans Z chacune des équations : (1): 22 =217] et (2): 22 =415].
(2) En déduire I’ensemble des solutions dans Z? de I'équation : (G): Tz% — 5y = 18.

EXERCICE 18 N

Somme géométrique S,, = Y 5% . Reste modulo 7 - Equation associée

n
Pour tout n € N, on pose : Sn:1+5+52+-~+5”225k.
k=0

(1) Vérifier que : (Vn € N); 45, =571 — 1.
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Polycopié V — Arithmétique Partie IV - Petit théoréme de Fermat

(2) Déterminer, suivant les valeurs de n, le reste de la division euclidienne de 5" par 7.

(3) En déduire le reste de la division euclidienne de Sag17 par 7.

(4) On considére dans Z? I'équation : (E,): 5"x — S,y = 7.
(a) Montrer que : 5" A S,, = 1, puis en déduire que (E,) admet des solutions dans Z?.
(b) Résoudre dans Z? I’équation (E,,) pour n = 1, c’est-a-dire 5z — 6y = 7.
(c) Déterminer les couples (x,%) € Z? solutions de 5z — 6y = 7 tels que : z Ay = 7.

PETIT THEOREME DE FERMAT

RAPPEL DE COURS

Petit théoréme de Fermat : si p est premier et a Ap = 1, alors a?~* = 1 [p]. Sous forme générale : pour
tout a € Z, aP = a [p]. On rappelle aussi que p | C;,f pour tout k € {1,...,p — 1} lorsque p est premier.

EXERCICE 19 N

N = 4a® + 1 - Diviseurs premiers = 1 [4] - Infinitude

On pose : N =4a? + 1, ou a € N*.
(1) Soit p > 2 un diviseur premier positif de N.
(a) Justifier que : p > 3.
(b) Montrer que : (2a)P~! = (—1)% [p].
(2) Montrer que : (2a) A p = 1. Puis en déduire que : (2a)P~! =1 [p].
(3) (a) En utilisant ce qui préceéde, montrer que : p =1 [4].
(b) Montrer que si d est un diviseur positif de N = 4a® + 1, alors d = 1 [4].

(4) En utilisant un raisonnement par 1’absurde, montrer que ’ensemble des nombres premiers qui
s’écrivent sous la forme 4k + 1, ou k € N*| est infini.

EXERCICE 20 )

N, = Tp + 37 — 4 - Théoréme de Bézout - Carré parfait

Pour tout entier naturel premier et impair p, on pose : N, = 7p + 37 — 4.
(1) Montrer que : Np = —1 [p].

(2) On suppose qu'’il existe un entier naturel m tel que : N, = m?2.

y

(a) Montrer que : mP~! = (—1)?1 [p].

(b) En utilisant le théoréme de Bézout, montrer que : m A p = 1. Puis en déduire que :

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri *I 3 iffh




Polycopié V — Arithmétique Partie IV - Petit théoréme de Fermat

mP~1 =1 [p].
(c) Montrer que : p=1 [4].
(d) Prouver que : m? = 2 [4].
(3) Soit a € N. Quels sont les restes possibles de la division de a? par 4 ?

(4) En déduire de ce qui précede que NN, n’est jamais un carré parfait.

EXERCICE 21 N

Equation 92 + 152 + 7 = 0[19] - Diviseurs premiers - Modulo 191

Partie |
On considere dans Z 'équation suivante : (E): 922 + 152 + 7 = 0 [19].
(1) Vérifier que : (Vo € Z); 922 + 152 + 7 = (3z — 7)% — 4 [19).
(2) En déduire que ’ensemble des solutions de (F) est: S ={19k+3 / k € Z}U{19k +8 / k € Z}.

Partie ll
Soit p > 2 un entier naturel premier. On suppose qu’il existe a € Z tel que : 9a® +15a+7 = 0 [p].

(1) (a) Vérifier que : 9a® + 15a + 7 = (3a + 2)(3a + 3) + 1.

(b) Montrer que : p > 5.
(2) (a) Montrer que : (3a+2)3 =1 [p].

(b) En déduire que : (3a+2) Ap=1.
(3) En appliquant le théoréeme de Fermat, montrer que : p =1 [3].
(4) On considére dans Z 'équation (F): 922 + 152 + 7 = 0 [191].

(a) Justifier que 191 est premier.

(b) Déterminer, en justifiant la réponse, I'ensemble des solutions de (F).

EXERCICE 22

Equation 22 — 2y = 0 [p] - Formule de Moivre - Binome

Soit p un entier naturel premier et impair. On suppose qu’il existe (z,y) € (N*)2 telque: zAy =1
et 22 — 292 =0 [p].

(1) (a) Montrer que: y Ap=1.
(b) En déduire qu'il existe u € Z tel que : uy =1 [p].
(2) On pose : t = uz.
(a) Montrer que : t2 =2 [p)].
(b) En utilisant le théoréme de Fermat, montrer que : 2% =1 [p]-

(3) Montrer que : (Vke{1,2,....p—1}); p | C[’f. On  rappelle que
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(Vke{1,2,...,p—1}); kCk=pCs}

(4) (a) En utilisant la formule de Moivre, montrer que :
(14i)P =22 cos<p4 ) +i25 s1n(p;r)

(b) En utilisant la formule du binéme, montrer que :

p—1

(1 +Z)p i( CQk +ZZ 02k+1'

k=0
Puis en déduire que : 2% cos <p4 ) €7 et 28 cos(pir> =1 [p].

(5) En déduire que si p =5 [8], alors il n’existe pas de couple (z,y) € (N*)2 telque: zAy=1cet
z? —2y% =0 [p].

EXERCICE 23 )

Diviseurs premiers de n2 + 1 - Palindromes 2 trois chiffres

Partie |
Soit n > 2 un entier naturel.
(1) Montrer que : n? =0 [4] ou n? =1 [4].

(2) En raisonnant par 'absurde, montrer que n? + 1 admet au moins un diviseur premier impair.

Partie Il
Soit p > 3 un diviseur premier impair de n? + 1.
(1) Justifier que : nP~! = (—1)% [p].
ontrer que : n A p = 1. Puis en déduire que : n*~~ =1 |p|.
2) M 1. Puis en dédui prl=1
(3) Prouver que : p=1 [4].
(4) Déterminer le plus petit diviseur premier positif et impair de Ientier naturel : m = 20232922 41,

(5) Un palindrome a trois chiffres est un entier naturel qui s’écrit dans le systéme décimal sous la

(10)

forme N = udu'~ ", ou le chiffre u est non nul.

e Déterminer tous les palindromes N a trois chiffres dont le plus petit diviseur premier positif
et impair de N? 4+ 1 est p = 13.

EXERCICE 24 N

Suite u,, = 1006™ + 1007" - Divisibilité par 2"

Pour tout n € N*, on pose : u, = (1006)" + (1007)".

(1) Déterminer, suivant les valeurs de 'entier naturel n, le reste de la division euclidienne de 2"
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par 5.
(2) Montrer que : (Yn € N*); u, =1+ (—1)" [3].
(3) En déduire le reste de la division euclidienne de ugp13 par 5.

(4) Montrer que : (Vn € N*); ugp1 = 0 [2013].

NOMBRES PREMIERS

EXERCICE 25 N

A, = (n!)? + 1 - Diviseur premier > n - Infinitude

Pour tout entier naturel n > 2, on pose : A, = (n!)*+ 1.
(1) Vérifier que : (Vn > 2); A, =1[2].
(2) Montrer que pour tout n > 2, A,, admet un diviseur premier p tel que : p > n.

(3) On suppose que : p=3[4] et on pose : p=4k+ 3, ou k € N.
s _ N2(2k+1) () NP =
= ! n : (n! NP =
(a) Montrer que U'entier naturel N = 1+ (n!) est divisible par A,, et que : (n!)+ (n!)
0 [p]-
(b) En déduire que : p=1 [4].
(4) Montrer qu'il existe une infinité d’entiers naturels premiers qui s’écrivent sous la forme : p =
4k + 1, ou k € N*.

EXERCICE 26 )

Deux premiers p, ¢ avec 10PT97! = 1 [pq]

Soient p et ¢ deux entiers naturels premiers tels que : p < ¢ et 10PT9~1 = 1 [pq].
(1) (a) Montrer que : pA10 = 1.
(b) En déduire que : 10P~1 =1 [p] et 107 = 1 [p].
(2) (a) Montrer que: (p—1)Ag=1.
(b) Prouver que : p = 3, puis en déduire que : 10972 =1 [q].
(3) (a) Décomposer 103 — 1 en facteurs premiers.

(b) Prouver que : ¢q € {3;37}.

EXERCICE 27 N

Diviseurs premiers de (z + 1)” — z” - Forme kp + 1
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Soit p un entier naturel premier et x un entier naturel non nul. Il s’agit de montrer que tout
diviseur premier de (z + 1)P — aP est de la forme kp + 1, ou k € N*. Soit ¢ un entier naturel
premier qui divise (z + 1)P — zP.

(1) (a) Montrer que : ¢ > 3.

(b) Montrer que : ¢ Az = 1. Puis en déduire que : 2P(¢~1) =1 [q].

(2) Onpose: a=(z+ 129 2etd=(qg—1)Ap.

(a) Montrer que : a? =1 [¢] et que a n’est pas congru a 1 modulo q.

(b) Montrer que : a9~ =1 [g]. Puis en déduire que : a? = 1 [q].

(c¢) Montrer alors qu’il existe k € N* tel que : ¢ = kp + 1.

(3) Soit n € N*. Montrer que tout entier naturel premier divisant (n! + 1)” — (n!)? est strictement
plus grand que n.

(4) Montrer qu’il existe une infinité d’entiers naturels premiers de la forme kp + 1 tel que k € N*.

EXERCICE 28 )

(57 — 2P) (57 — 27) = 0 [pq] - Ordre

Partie |
Soit k£ un entier naturel non nul et premier.
(1) Montrer que : 5¥ — 28 =0 [k] = k = 3.
(2) En déduire que : k>3 = kA (5F —2F) = 1.

Partie Il

Soient p et ¢ deux entiers naturels non nuls et premiers tels que :
p<q et (5P — 2P) (57 — 29) = 0 [pq].

(1) On suppose dans cette question que : p = 3.

(a) Montrer que : 39 (57 —29) = 0 [q].

(b) En déduire que : ¢ = 13 (on pourra utiliser le résultat de 1.2)).
(2) On suppose maintenant que : p > 3.

(a) Vérifier que : p # 5 et que : 59 — 29 =0 [p] et 57~1 — 2P~1 =0 [p].

(b) Soit d le plus petit entier naturel non nul tel que : 5% — 2% = 0 [p]. Pour tout n € N*, on
désigne par r le reste de la division euclidienne de n par d.

e Montrer que : 5" = 2" [p] = 5" = 2" [p].

(c) Prouver que d est un diviseur commun de p — 1 et g.
(d) Quelle conclusion peut-on faire ?

(3) En utilisant ce qui précede, déterminer les entiers naturels non nuls et premiers tels que : p < g
et (5P — 2P) (59 — 27) = 0 [pq].
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EXERCICE 29 \

Couples (p, ¢) premiers avec 27! = 1 + pq*

On désigne par A I'ensemble des couples (p,q) de nombres premiers tels que : 2P~ = 1 + pg?.
Soit (p,q) € A.

(1) (a) Justifier que : p > 5.
(b) En déduire que : ¢> =1 [2].
(2) Montrer que : ¢ =1 [4].
Dans la suite de I'exercice, on écrit : p = 2m + 1, ou m est un entier naturel non nul.
(3) Vérifier que : m > 3.
(4) Justifier que les entiers 2™ + 1 et 2™ — 1 sont premiers entre eux.
(5) Dans cette question, on suppose qu’il existe un entier naturel non nul k tel que : 2™ + 1 = pk.
(a) Montrer que k est impair, puis que : kA (2™ —1) = 1.
(b) En déduire que : 2™ = ¢ + 1.
(c) Montrer que : ¢? = 3 [4].
(d) En déduire que p ne divise pas 2" + 1.
(6) (a) Montrer que p divise 2™ — 1.
(b) Montrer que : 2" =¢> — 1 et 2™ — 1 = p.
(c) Montrer que m est impair, puis déterminer le reste de 2™ modulo 3.
(d) En déduire que : ¢*> =0 [3].

(e) Déterminer I’ensemble A.

EXERCICE 30 )

a A 10 = 1 - Puissances modulo 10*** . Equation 13z — 19y = 11

Partie |
Soit a € N tel que : a A 10 = 1.

(1) Montrer que : a* =1 [10].
(2) Montrer par récurrence que : (Vk € N); adx10" =1 [105+1].

(3) En déduire les deux derniers chiffres du nombre Ny = 32913 et du nombre Ny = 6742,

Partie Il
On considére dans Z? I'équation : (E): 13z — 19y = 11.
(1) (a) Vérifier que I'ensemble des solutions de (E) est non vide.

(b) Déterminer I’ensemble des solutions de (E).

(2) Déterminer les couples (x,y) solutions de (E) tels que : z Ay = 1.
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n+
(3) Résoudre dans Z I’équation : (
(n+

SYSTEMES DE NUMERATION

RAPPEL DE COURS

Tout entier naturel N s’écrit de maniére unique en base b > 2 sous la forme N = @pa,—1...ao") =
10" -1
o apb® avec 0 < ay, < b et a, # 0. Le repunit 11...1 vaut 9

n

EXERCICE 31 \

Repunits a,, = 11...1 - Divisibilité par 7
——

n

Dans le systéeme décimal, on considere ’entier naturel : a, = 11...11, ou n € N*.

n fois

(1) (a) Vérifier que pour tout n € N*, ona: a, =1 [2] et a, =1 [5].

(b) Déterminer toutes les valeurs de n € N* pour lesquelles : a, =0 [3].
(2) Soit p > 5 un entier naturel premier.

e Vérifier que : 9a,—1 = 10P~! — 1. Puis montrer que : a,—1 =0 [p].
(3) (a) Vérifier que si m,n € N* et m < n, alors : a, = 10™ap_pm + am.

(b) Soit ¢ € N* tel que: ¢ A 10 = 1.

e Montrer qu'il existe k € N* tel que : a =0 [q].

(4) Quels sont les entiers naturels n > 2 qui ont au moins un multiple qui s’écrit sous la forme ay,
ou ke N*?

(5) (a) Montrer que a,, est divisible par 7 si et seulement si n = 0 [6].

(b) Déterminer le plus grand entier naturel a,, divisible par 7 et plus petit que le nombre
2561.

EXERCICE 32

A, = 3°™ . Chiffres des unités et des dizaines - Somme N

Partie |
Pour tout n € N*, on pose : A, = 3°".
(1) Vérifier que : 320 =1 [4].
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4
(2) Montrer que : Z 3% =0 [5]. Puis en déduire que : 3% = 1 [25].
k=0
(3) Montrer que : 32° = 1 [100]. Puis en déduire, selon les valeurs de n, le chiffre des unités et
celui des dizaines de A,,.

Partie Il
On consideére dans Z? 'équation (E): 49z — 20y = 1.
(1) Justifier que ’ensemble des solutions de (F) est non vide.
(2) En utilisant ’algorithme d’Euclide, trouver une solution particuliere de (E).
(3) Montrer que I’ensemble des solutions de (E) est : S = {(9 + 20k, 22+ 49k) / k € Z}.
Partie Ill
On pose : N =3+37+37 437 437 4...437%,
(1) Montrer que : 37" = 3 [100].

(2) En déduire que I'entier naturel N est divisible par 100. On donne: 37 = 87 [100] ; 37" = 83 [100]
et 37 = 27 [100).

EXERCICE 33

Ecriture décimale de V'°3 se terminant par 2021

Cet exercice a pour objectif de démontrer I’existence d’un entier naturel N tel que I’écriture dans
le systéme décimal de N153 se termine par 2021.

(1) Soit a € N tel que : a A 10 = 1.

(a) Montrer que : a* =1 [10].

(b) Montrer par récurrence que : (Vk € N); a**10" =1 [10%+1].

(2) On considére dans Z? 'équation (E): 153z + 4 x 103y = 1.

(a) Sachant que : 28 x 10® — 183 x 153 = 1, montrer que : 153 A (4 x 10%) = 1.

(b) Résoudre dans Z? 'équation (E) en précisant les différentes étapes.

(c) Déterminer le couple (z,y) solution de (E) dans N x Z pour lequel = est minimal.
(3) On consideére I'entier naturel : N = 20213817,

e En utilisant les résultats précédents, montrer que ’écriture dans le systéme décimal de N3
se termine par 2021.

EXERCICE 34

a = 20172°'7 . Restes modulo 7 et 11 - Equation associée

(1) Déterminer le reste de la division euclidienne de a = 2017%°17 par 7.
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(2) Déterminer, suivant les valeurs de 'entier naturel n, le reste de la division euclidienne de 4"
par 11.

(3) En déduire que : a+6 =0 [77].

n
(4) Pour tout n € N, on pose : b, = Z 2017%, et on considére dans Z P'équation (E): ax+b, =

k=0
0 [11].

(a) Montrer que si x est solution de (E), alors : z = 2b, [11].

(b) Déterminer I'ensemble des solutions de (E), puis en déduire ses solutions qui sont divisibles
par 11.

EXERCICE 35 )

Nombre a = 33 ... 3 - Divisibilité par un premier p > 7
——

p—1

Soit p > 7 un entier naturel premier. On considere I’entier naturel écrit dans le systéme décimal
a= 33...3.
—

(p—1) fois

(1) Montrer que : a =0 [3].

(2) Vérifier que : 3a+ 1 = 10771

(3) Montrer que : 10P~! =1 [p], puis en déduire que : a = 0 [p].
(4) En déduire que a est divisible par 3p.

EXERCICES DE SYNTHESE

EXERCICE 36 \

Diviseur premier de a” + b* - Equation z(1447 — z) = y?

Partie |

Soit p un entier naturel premier et impair. On suppose qu'il existe (a,b) € N* x N* tels que :
anb=1cetp]|a®+b%

(1) Vérifier que : a* = b* [p).
(2) (a) Montrer que: aAp=1letbAp=1.

(b) En appliquant le théoréme de Fermat, en déduire que : a?~! = bP~1 [p)].
(3) Prouver que : p=1 [4].

Partie Il
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Nous sommes en 'an 1447 de I’hégire. Soit (x,y) un couple de N* x N* solution de I’équation
(E): x(1447 —z) =y% Onpose : d=z Ay, z =da et y=db, ou (a,b) € N* x N*.

(1) Vérifier que : a Ab=1 et que : 1447a = d (a® + b?).
(2) (a) Sachant que 1447 est premier, montrer que : d A 1447 = 1.
(b) En déduire que : 1447 | a® + b2
(3) Montrer que ’équation (E) n’a pas de solutions dans N* x N*.
(4) On donme : 2025 = 3* x 52 la décomposition de 2025 en facteurs premiers.

e Déterminer tous les entiers naturels non nuls n tels que : /n(2025 — n) € N*.

Indication. Pour la question 1.3), on pourra raisonner par absurde et utiliser 1.1) et 1.2)b).

EXERCICE 37 \

Suite a, = 2 X 7" 4+ 3 x 5™ — 5 - Divisibilité par 24 - Equation

Pour tout n € N*, on pose : a, =2 x 7"+ 3 x 5™ — 5.
(1) (a) Montrer par récurrence que : (Vn € N*); any1 = ay [24].
(b) En déduire que : (Vn € N*); a, =0 [24].
2) Soit p > 7 un entier naturel premier.
(2) p p
a) Montrer que : a,—1 = 0 [p] (utiliser le théoréme de Fermat).
P
b) En déduire que l'entier naturel a,_1 est divisible par 24p.
p
(3) On considére dans Z? I'équation (E) : asx — agy = 5ay.
(a) Montrer que (E) est équivalente a ’équation : (F') : 44x — 7Ty = 5.
b) Résoudre 'équation (£), en précisant les différentes étapes.
( q , en p p
4) Pour tout ¢ € N, on pose : x, = 7q + 6 et y, = 44q + 37.
q q

e Montrer que le couple (z4,y,) est solution de (E), puis déterminer les valeurs de ¢ pour
lesquelles : x4 A yq = 1.

EXERCICE 38 N

Suite récurrente u,, 1 = 10u, — 17 - Ecriture décimale - Congruences

On considere la suite (uy) d’entiers naturels définie par :

ug = 3
Up41 = 10u, — 17 pour tout n € N

(1) Calculer uq, ug et us.
(2) Vérifier que pour tout n € N, on a : u, Aupyr € {1;17}.
(3) Montrer que pour tout n € N, on a : 9u, = 17 + 1071,
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(4) Montrer alors que pour tout n € N*, I’écriture décimale de wu,, est :  11---13
—
n fois le chiffre 1

(5) Montrer que (u2025 — 3) est divisible par 9.
(6) (a) Vérifier que pour tout n € N, on a : Qu, =6+ (—=1)"* 1 [11].
(b) En déduire le reste de u, modulo 11 suivant les valeurs de n.
(7) (a) Justifier que pour tout k¥ € N, on a : 1022F = 1 [23].
(b) En déduire que 3 est le reste de ugp24 modulo 23.

(8) (a) Déterminer, suivant ’entier naturel n, le reste de 10™ modulo 7.
(b) Déduire que si n =2 [6], alors u,, =1 [7].
(c) Montrer que pour tout entier a, si a = 1 [7] alors a” = 1 [49)].

(d) Déduire que ugpas X ((U2024)7) est divisible par 343.

EXERCICE 39 N

N = 37%%9(2011)" - Congruences modulo 100

On considere les entiers naturels :

2000
N =) (2011)* et  a=(2011)%
k=0

(1) Montrer que : a =1 [100].
(2) En déduire que : (2011)™ =1 [100] pour tout n multiple de 6.

(3) Montrer que : N = 20104 [100], puis déterminer les deux derniers chiffres du nombre N dans
le systéme décimal.

EXERCICE 40 N

Somme S, =1+ 5+ ---+ 5" < Reste modulo 7 - Couples premiers entre eux

Pour tout n € N, on pose : S, =1+545%+ ... + 5"
(1) Vérifier que : (Vn € N); 45, =571 — 1.
(2) Déterminer, suivant les valeurs de n, le reste de la division euclidienne de 5™ par 7.
(3) En déduire le reste de la division euclidienne de Sop17 par 7.
(4) On considere dans Z? 'équation : (E,) : 5"z — S,y = 7.
(a) 1\/[20ntrer que : 5" A'S,, = 1, puis en déduire que (F,) admet au moins une solution dans
7°.
(b) Résoudre dans Z? I'équation (Es) : 25z — 31y = 7.

(c) Déterminer les couples (z,y) solutions de (E2) tels que : x Ay = 7.
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