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Avant-propos

Ce polycopié rassemble trente problémes de calcul intégral, sélectionnés dans une base de de-
voirs surveillés et d’examens blancs. Les énoncés couvrent l'intégralité du programme d’ Analyse
IIT : calcul d’intégrales et intégration par parties, suites d’intégrales, sommes de Riemann, fonc-
tions définies par une intégrale, encadrements et équations différentielles.

Les exercices sont regroupés en sept parties thématiques, de difficulté croissante a l'intérieur
de chaque partie. Les trois dernieres parties proposent des problémes longs, de structure iden-
tique a celle des épreuves de ’examen national.

La plus grande partie des exercices de ce polycopié a été extraite des anciens devoirs surveillés du pro-
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fesseur Abdellah Belkhatir 4JL au - SV , (ue nous remercions vivement.
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Polycopié IV — Analyse Il Partie | - Calcul d’intégrales

CALCUL D’INTEGRALES ET INTEGRATION PAR PARTIES

b
Intégration par parties : si u et v sont de classe C' sur [a;b], / o (t)o(t)dt = {u(t)v(t)} =
a

b
/ w(t)v'(t) dt.

a

Changement de variable : si ¢ est de classe C*, / Flp@®) ') dt = / f(u) du.
©

m )

Changement de variable - Encadrement de In - Produit

1

1) Montrer que : z(l —z)dx = E. Poser : 1‘200820, ounl<o< E.
(1) 8 2

0
1
(2) (a) Vérifier que: (Vt€RT); 1—¢< T <1
1
(b) En déduire que : (Vx € RT); = — 53:2 <In(l+z)<x
k(n—k
(3) Pour tout n € N*, on pose : T), = H (1 + <nn2)>
k=1

(a) Montrer que pour tout n € N*  on a :

1 [k k 1 <k k 1 [k k
L D) LSt (- E) cn < 135, fE (1 8),
n n n 2n n n n n
k=1 k=1 k=1
(b) Justifier que la suite (77,),,cy- est convergente et déterminer sa limite.

EXERCICE 2

Deux intégrales - Racines n-iémes - Cosinus hyperbolique

™ 1 1
(1) Calculer les deux intégrales : J = / T dret I = / Va —x2d.
0o 3+sin“z 0
2) Calculer la limite de la suite (u, « définie par :
( ) neN p
1 2 "
(Vn e N*); un:ﬁ<€/§+ Vg 4 \/2”).

ef+e

(3) Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = 5

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 5 w‘



Polycopié IV — Analyse Il Partie | - Calcul d’intégrales

1
e Calculer la limite de la suite (vy), oy~ définie par : v, = <Z f < )) -n
- \Vn+k

EXERCICE 3 N

Intégration par parties itérée - Développement de e“

Soit a € R*" et (up), oy la suite définie par :

a? a™
n!

@ k
a
k=0

a
1 utilisant une in egra 10n par parties, montrer que : e- = +CL+ a — e .
1) En utilisant intégrati ti & a—1 t)el dt
0

1 a
(2) Pour tout n € N*, on pose : K, = '/ (a —t)"e dt.
0

n!
an+1
e Montrer que : K, = m + Knt1-
a® a”
(3) Montrer que : (Vn € N*); e* = 1+a+§+"‘+ﬁ+Kn-
! n!

n

(4) Montrer que : (VYn e N*); 0 < K, < a—' (e*—1).
n!

an

(5) Pour tout n € N, on pose : v, = —-
n!

1
(a) Montrer qu’il existe ng € N tel que : (Yn € N); n > ng = vpq1 < 3 Vn-

1\ "m0
(b) Montrer que : (Vn € N); n>ng=0<wv, < <2> Ung-

2 n
(c¢) En déduire la limite : lim ldatrop..4+2).
n—-o0 2! n!

m )

Deux intégrations par parties - Somme de Riemann - Encadrement

Soit f la fonction définie par : f(t) = In?(1 +¢). Pour tout n € N*, on pose :

n—1 n—1
1 kE+a 1 k
n=—>» In*(1 t Ve=up— =Y In?(1+-), i a €]0; 1.
u nk20n< +— > e u nkzon( +n> oua €)0;1]

(1) Montrer que : (Vt € [0;1]); 0 < f/(t) < 2.

1
(2) (a) En utilisant deux intégrations par parties, montrer que : / f(t)dt =2 (In(2) — 1)°.
0

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 6 ifﬁ“




Polycopié IV — Analyse Il Partie Il - Suites d’intégrales
i k
(b) En déduire la limite suivante : lim — g In? <1 + )
n—+o00 1 n
k=0
2
(3) (a) Montrer que : (Yn € N*); |V,| < —.
n

(b) En déduire que la suite (uy,),cy- est convergente en précisant sa limite.

SUITES D’INTEGRALES

EXERCICE 5 N

Relation de récurrence - Encadrement - Limite de n/,

(&
Pour tout n € N, on pose : I, = / x (Inz)" dz.
1

(1) Calculer Iy et I;.
(2) Montrer que : (Vn € N); 26,11 + (n+ 1)1, = €2.

I) \/I() (&3 (I 1€ : Y G Q N < l <

lim I, et lim nl,.
n—+0o n—-+o0o

EXERCICE 6 N

Changement de variable - Encadrement - Limite de n./,,

X puis en déduire les deux limites suivantes

e
Pour tout n € N, on pose : I, = / (1 —1Int)" 42 dt.
1
(1) Calculer I.

(2) Montrer que la suite (I,,) est décroissante ; en déduire qu’elle est convergente.

1
(3) (a) Montrer que: VneN, I, = / (1—t)" et at.
0

1 3
(b) En déduire que : Vn € N, p—— <I,< nei—i—2 ; puis calculer ngrfoo I,.
(c) Montrer que : Yn € N 3, = (n+ 1)[,-1 — L En déduire que
e
lim n/ (1—Int)"t?dt = 1.
n——+00 1
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Polycopié IV — Analyse Il Partie Il - Suites d’intégrales

m )

Suite d’intégrales alternée - Somme partielle

Partie |
1 e’
Pour tout n € N, on pose : V,, = / ——dx.
0 € (14 e7)

(1) Calculer V.

(2) Montrer que la suite (V;,), .y est monotone, puis en déduire qu’elle est convergente.

1
(3) Montrer que : (Vn € N); V,, + V41 = f(n), ou f(n) = / e "dx. Puis en déduire lim V.
0

n—-+4o0o

Partie Il
n—1
Pour tout n € N* — {1}, on pose : S, = Z(—l)kf(k).
k=1
(1) Montrer que, pour tout n € N* — {1} et tout x € R, on a :

n—1

Z(*l)ke_km — (_l)n—lea: 1

nr z) x’
— e (1+e*) 1+e

1
(2) En déduire que : (Yn € N* —{1}); S, = (=1)""'V,, + ln< 2—Ze>'

(3) Justifier que la suite (Sy), -, est convergente en précisant sa limite.

—m )

Suite implicite - Intégration par parties - Vitesse de convergence

Soit n € N et f,, la fonction définie sur R™ par :

T et
Ve e RT);  fo(z) = —dt.
(e R fulo) = [ o

e 1
> = t‘ . 7 . . .
Tt = 5 Puis en déduire xEI—lI—loo fn(x)

(2) (a) Montrer que f,, est une bijection de R™ vers R*.

(1) Justifier que : (Vt € R");

)

(b) Montrer que pour tout n € N, ’équation f,(z) = 1 admet une unique solution wu,, dans
RT.

(c) Calculer le premier terme ug de la suite (uy),,cy-

(3) (a) Montrer que si n € N, alors : (Vz € RT); fu(z) < fnr1(x).
(b) En déduire la monotonie de (uy), oy, puis justifier qu’elle est convergente.
Un e(l—n)t

(4) (a) Montrer que : (¥n € N); e¥r —2 = /0 15 ot dt.

1
(b) En déduire que : (Vn € N*); 0 < e —2 < —e"». Puis déterminer la limite de la suite
n

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 8 if-&“




Polycopié IV — Analyse Il Partie Il - Suites d’intégrales

(u”)nEN'

(5) (a) Soit n € N*. En utilisant une intégration par parties, montrer que :
Un
n(e" —2)=In2—e"In(l+e ™) + / e'In(1+ e ™) dt.
0

(b) Justifier que: (Vu € [0; +00[); In(14u) < w. Puis en déduire que lim n(e'" —2) =1In2.

n——+oo

In2
(6) Montrer que : lim n(u, —In2) = s

n—-+0o

Suite implicite - Deux suites liées - Somme alternée

Partie |
Soient n € N* et f,, la fonction définie sur R** par : (Vo € R**); f,(z) = (z — 1)"Ina.

(1) (a) Montrer que I’équation (E) : f,(ay,) = 1 admet une unique solution «;, dans [1;+o0[, et
que e < ay < 2.

b) Montrer que la suite (a; « est strictement décroissante, puis en déduire qu’elle est
neN
convergente.

(2) Soit L la limite de la suite (au,),,cpe-
(a) Montrer que : (Vn € N*); f,(L) < 1.
(b) Prouver par ’absurde que : L = 2.

Partie Il

Soient (un), ey« €t (Vn),en les deux suites définies par :

2 n
(Vn € N*); up, = / fu(z)dz et (Vn eN); v, = Z
1

k=0

_ 1)n+1

2
(1) (a) Montrer que : (Yn € N*); (n+ 1)u, =In2 — / (xx
1

dx.

(b) En déduire que : (Vn € N*);
de la suite ((n + 1)uy,)

1
m <In2—(n+1u, < m, puis calculer la limite

neN*-

(2) Pour tout n € N* et tout x € R**, onpose: Sp(z)=1—(xz—1)+(x—1)2—---+(-1)*(z—1)".

B 1— (_1)n+1(x _ 1)n+1

= . )

(b) En déduire que : (Vn € N*); In2—v, = (—=1)"*![In2 — (n + 1)u,], puis calculer la limite
de la suite (vp),,cn-

(a) Montrer que : Sp(z)

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 9 if-&“



Polycopié IV — Analyse Il

EXERCICE 10

Partie Ill - Sommes de Riemann

Intégration par parties - Série alternée - Limite de (n + 1)us,

Pour tout n € N*, on pose :

! n - (_1)k
up = [ z"In(1+4z)dz et Up = Z .
0

In 2
(1) Montrer que : (Vn € N*); 0 < wu, < nn7+1’ puis en déduire la limite de la suite (up),,cpe-

1
(2) Calculer lintégrale uy = / zln(l + z)dz, puis en déduire la valeur de lintégrale I =
0
12
/ T dz
0o 1+=x
(3) Pour tout n € N* et tout = € [0;1], on pose : S, =1—2+ 2% — 23+ - + (=1)"a".

1 1) n+1 1 n+l
e Montrer que : S, = T + ( 1)+a: et vp =In2+ (_1)n/ f+ dz.
X X 0 Zz

1
e En déduire que : |v, —In2| < Y puis calculer la limite de la suite (vy),,cy--
n

L o : 2 (=1)"
(4) En utilisant une intégration par parties, montrer que : wu, = +
n+1l n+1

e En déduire que la suite (wy,),cy- définie par w, = (n + 1)u, est convergente vers un réel
que 'on déterminera.

(In2 — vy,).

SOMMES DE RIEMANN

RAPPEL DE COURS
b—a

1 b
b—a
Si f est continue sur [a;b], alors lim E f(a—|— k ) = / f(t)dt. Lorsque f est monotone
n—+oo N =0 n @
sur [a;b], 'encadrement de chaque intégrale f;:“ f par les valeurs aux bornes fournit un encadrement de
la somme, technique employée dans la plupart des problemes de cette partie.

EXERCICE 11

Fonction x — x Arctan x - Encadrement - Limite

Soit f la fonction définie sur [0; 00| par : f(x) = z Arctan(x). Pour tout x € [0; +o0], on pose :

1
F(z) = / F(t) dt.

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri




Polycopié IV — Analyse Il Partie lll - Sommes de Riemann

m—2
T
(2) (a) Montrer que F est dérivable sur [0; +oo[ et que : (Va € [0;+o0]); F'(x) = —f(x).

(1) En utilisant une intégration par parties, montrer que : / f(z)dx =
0

(b) En déduire que F est strictement décroissante sur [0; 4+o0].

(c) Déterminer le signe de F sur chacun des intervalles [0; 1] et ]1; 4-o00].

(3) Pour tout n € N*, on pose : Vn—z< <2k2+1> —F<k>)
n n

(a) Soit n € N*. Montrer que pour tout k£ € {0,1,...,n— 1}, on a:
2 1 2 1 =l
() < (D) p(2) < —(2).
2n 2n n 2n" \n

(b) En déduire que : (Vn € N*); Zf( ><V <;§Zf<:>.

(c) Déterminer lim V,, en justifiant la réponse.
n—+oo

EXERCICE 12

Fonctiont — t — 1 — In ¢ - Somme de Riemann - Limite de ’\an

Partie |
Soit f la fonction définie sur |0; +oo] par : f(t) =¢ — 1 — In(t).
(1) Déterminer : tl_l>r(§l+ f(t) et t_lg_noo f(t).
(2) Dresser le tableau de variations de f en justifiant la réponse.

(3) Montrer que (Cy) admet au voisinage de +o0o une branche parabolique dont on déterminera la
direction.

(4) Etudier la concavité de (Cy) sur 0; +o0].

(5) Construire (Cy) dans un repere orthonormé (O, 1, ).

Partie Il
Soit F' la fonction définie sur [0; 00| par :
1 1
FO)=3 e Fla)= / f@®)dt siz> 0.
x
. T N . . 1—z?
(1) (a) Soit x > 0. En utilisant une intégration par parties, montrer que : F(x) = +zln(z).

(b) En déduire que F est continue a droite en 0.

(2) (a) Montrer que pour tout entier naturel n > 2 et tout £ € {1,2,...,n — 1}, on a :

k1 n
1 ket 1 N 1
f(’” > g/ £t dt < f(k) Teiifiy o (i e & F<> < Zf(k) <
n % n n n nkzl n

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 1 *I ;udﬁ“



Polycopié IV — Analyse Il Partie lll - Sommes de Riemann

(2) )

1~ ,(k
(b) Déterminer alors la valeur de la limite : lim — Z f <>

n—-+oo N n
k=1

1~ (k 1 Vnl
(3) (a) Montrer que pour tout entier naturel n > 2, ona: — Z f () _ g ),
ne=tA\n 2n

Vn!
(b) Déterminer, en justifiant la réponse : lim ——.
n—4+oco N

(4) Soit ¢ une fonction continue sur le segment [0; 1] telle que :  (V(z,y) € [0;1]%) ;

v (vy).

1
1
e Prouver que : / o(z)dr < <,0<>
0 €

EXERCICE 13 )

Fonction <~—1 . Fonction intégrale - Somme double

x

Soit f la fonction définie sur R par :

f0)=1 et flx) = . siz #0.
(1) Montrer que f est continue sur R.
1
(2) Pour tout x € R, on pose : F(z) = / f(t)dt.

(a) Montrer que F est dérivable sur R, et calculer F'(z) pour tout z € R.

(b) Déterminer le signe de F' sur chacun des intervalles | — oo; 1] et |1; +ool.

1
(3) Calculer la valeur de I'intégrale : / F(z)dx.
0

(4) On considere la suite (V) - définie par :

1 n—1 %
(VneN%); V,=— ((n—k) f(t)dt) .
>N
(a) Montrer que : (Vn e N*); V, = %1 ;F(i)

(b) En déduire que la suite (V;,), oy~ est convergente en précisant sa limite.

EXERCICE 14 N

Fonction décroissante - Encadrement de Riemann - Intégrale de | sin nx

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri ‘I 2 ;udﬁ“




Polycopié IV — Analyse Il Partie lll - Sommes de Riemann

Partie |

Soit f une fonction définie, continue et décroissante sur U'intervalle |0; 1]. On considére la fonction

1
F définie sur ]0; 1] par : F(z) = / f(t)dt, et soit (vy), oy~ la suite définie par : (Vn € N*); v, =
1 ,(k
()
n n
k=1
(1) (a) Montrer que pour tout n de N* — {1} et tout k de {1,...,n— 1}, on a:

183 (k+1 1 182 [k
n;f( . )S/if(t)dtén;f(n)-

(b) Montrer que : (¥n € N* — {1}) F(l) F ) <o gF(i) +711f<711)

n

(2) On suppose que : lim F(z)=¢ ({ € R) et lim xf(z)=0.

z—0t z—0t

e Montrer que la suite (vy), oy st convergente en précisant sa limite.

2.1 1
< i ilnx. On rappelle que

(3) On suppose dans cette question que : (Vx €]0;1]); f(z) =

- n(n+1)(2n+1)
k= :
2 G

(a) Montrer que : (Vn € N*); v, = ——1In

(n+1)(2n+1)—6n% 1 n!
24n?2 2n '

nn

1
(b) Montrer que lilf Vp = 3’ puis en déduire que la suite ( > est convergente en
n——+0oo
neN*

précisant sa limite.

Partie Il

Dans cette partie, on suppose que f est une fonction définie, continue et croissante sur l'intervalle
[0; 7]
(k+1)m (k+1)m 9
(1) (a) Montrer que : / |sin(nz)| dz = (—1)]“/ sin(nzx) dr = —
km km n

n n

(b) Montrer que pour tout n de N* et tout k£ de {0,1,...,n —1}, on a:

(k+1)mw

if(’jf) < / " (@) [sin(na)] dv < Zf(W)

(2) (a) En déduire un encadrement de / f(z) |sin(nz)| dz.
0

s 2 ™
(b) En déduire que : lim / f(z) |sin(nz)|dz = — / f(x)dx.
n—+oo Jg ™ Jo
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Polycopié IV — Analyse Il Partie IV - Fonctions définies par une intégrale

EXERCICE 15

Série ) w - Partie imaginaire - Majoration

Soit (Sn),,en+ la suite définie par :

(VneN"); S, = Sm(ke)a o d € } [
k
k=1
1 1 T—0
1) Mont : - :
(1) Montrer que /0 P e S % Ssin 0
. ) 1 Pl zm9 1k9

(2) Soit n € N*. Montrer que : (Vz € [0;1]); TR i m— Zl’ e

0 i

e sin 0
3) Mont . 1D T i = .
(3) Montrer que : (Vz € [0;1]); m<1—xel9) 2 —2xcosh+ 1

o ) r—0 (Y2 [sin((n+1)0) — zsin(nd)]
(4) En déduire que : (Vn € N*); S, = 9 _/0 72 — 2z cosf +1 -
L 2" [sin((n + 1)0) — x sin(nb))]

5) Mont : N*); o
(5) Montrer que : (Yn € N*); /0 22 — 2xcosf + 1 x’_ (n+1)sin? 6

(6) En déduire que la suite (S,),cy- est convergente en déterminant sa limite.

FONCTIONS DEFINIES PAR UNE INTEGRALE

RAPPEL DE COURS

v(x)
Si f est continue sur un intervalle I et si u, v sont dérivables sur J a valeurs dans I, alors = — / flt)dt

est dérivable sur J et sa dérivée vaut v'(x) f(v(x)) — v/ (z) f (u(z)).

EXERCICE 16

Zze

' dt - Continuité et dérivabilité en 0

Fonction z — |

Soit F' la fonction définie sur R par :
2z e~
F(0)=1In2 et F(a:):/ Tdt six > 0.

(1) (a) Montrer que : (Vx € R*); e™2*In2 < F(x) < e In2.

(b) En déduire la limite lirf F(z), puis donner une interprétation géométrique du résultat.
T—>+00

(2) (a) Montrer que : (V¢ >0); e7t(1+1¢) <1.

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 14 if-ﬁ”



Polycopié IV — Analyse Il Partie IV - Fonctions définies par une intégrale

e—t

sur R*T.

(b) En déduire la monotonie de la fonction u : ¢ +—

2x eft _

t

1
(3) (a) Montrer que : (Vo € R*"); F(z) =1n2 —1—/ dt.

T

2x eft -1 6729: —1
(b) Montrer que : (Vo € R*"); e —1 < / " dt < D
x
(c) En déduire que F' est continue et dérivable a droite en 0, et déterminer F};(0).
. e (e —1)
(4) (a) Montrer que F est dérivable sur R** et que : (Vo € R*); F/(z) = ———=.
x

(b) Dresser le tableau de variations de F', puis construire la courbe (Cr) dans un repére
orthonormé (O, @, ).

EXERCICE 17 N

Fonction z — ffT f—;dt - Branche infinie - Dérivabilité en 0

Soit F' la fonction définie par :
1 2x et
F(0)=- et F(m)—x/z t—th si x # 0.

(1) Justifier soigneusement que F' est définie sur R.

1 1 1 1
(2) (a) Montrer que : (Vx > 0); 569” < F(x) < 5625"’ et (Vo <0); 562”” < F(x) < iex.
(b) En déduire que F est continue en zg = 0.
(3) (a) Calculer lim F(z), puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
Tr——00
. . F(z) s o
(b) Calculer lim F(z)et lim ——=, puis en déduire la nature de la branche infinie de la
T—+00 r—+oo X
courbe (Cr) au voisinage de +oc.
1 2x et
(4) (a) Montrer que : (Vx € R*); F(z) =¢" — 56296 + :B/ ? dt.
T
(b) Montrer que F' est dérivable sur chacun des intervalles ]0;+oo[ et | — 0o0;0[, et que :

2x et

(VxER*);F’(x):/ ?dt.

2zt 2zt
(5) (a) Montrer que: (Vz > 0); e*In2 < / %dt <e*In2et (Vo <0); e2In2 < / %dt <
e’ In 2. ’ ’
(b) En déduire la limite suivante : lim — dt.
z—=0 /. t

2 t

-1
(c) Vérifier que : (Vx € R*); F(z)— F(0) = - (e —1)* + a:/ T dt, puis en déduire que

T

F est dérivable en 0 en précisant F'(0).

(6) (a) Dresser le tableau de variations complet de F'.

(b) Construire la courbe (Cr) (et la tangente (T") au point d’abscisse 0) dans un repeére or-
thonormé (O, 4, ).
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EXERCICE 18 )

Fonction z — fjw In(1+ e ") dt - Suite d’intégrales

2x
On considére la fonction F' définie sur R par : (Vx € R); F(x) = / In(1+ e_Qt) dt.
x

(1) Montrer que : (Vz € R); F(—z) = —32% — F(x).
(2) (a) Montrer que : (Vz >0); zln(1+e ) < F(z) < zln(1 +e2%).
(b) Calculer lir}ra F(z), puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
T—>+00

(c¢) En déduire lim F(x), puis préciser la nature de la branche infinie de (Cr) au voisinage
Tr—r—00

de —oo.
X
(3) Pour tout # € R, on pose : ¢(x) = / ln(l + 6_2t) dt.
0

(a) Vérifier que : (Vz € R); F(x) = ¢p(2z) — p(z).
(b) En déduire que F est dérivable sur R et calculer F’(z) pour tout = € R.
(c) Montrer que I'équation 23 + 2x — 1 = 0 admet une solution unique x¢ dans R et que

- < < —.
4TS5

(d) Etudier les variations de F, puis dresser son tableau de variations en justifiant soigneuse-
ment la réponse.

1
(4) Pour tout n € N, on pose : u, = / 111(1 + eiznt) dt.
0

(a) Etudier la monotonie de la suite (Un) pen-

1
(b) Montrer que : (Vn € N) (Va €]0;1]); 0 < / In(1+ e ?")dt <In(1+ e 2").

«

1
(c) Déterminer lim In(1+ e 2") dt ot a €]0;1].

n—-+o00 @
(d) Montrer que : (Vn € N) (Va €]0;1]); 0 <up, < a+ ln(l + €—2na).

(e) Déterminer lim w, en justifiant la réponse.
n——+0oo

EXERCICE 19 N

. 2ol ot
Fonction z — [ DR _C

. T dt - Dérivabilité a droite en —1

Soit F' la fonction définie sur [—1; 4o00[ par :

1 2x+1 et
F(-1)=- t V. —1; ; Fx) = dt.
(D=7 o (mel-Livoo)s Fa)= [ 3o
2z+1
(1) Montrer que : (Vx €] — 1;400[); / ——dt =1In2.
. t+1

(2) (a) Montrer que : (Vo €] — 1;4+00[); e*In2 < F(x) < e**+lIn2.

(b) En déduire que F' est continue & droite en xg = —1.
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(3) Calculer lim F(z)et lim ° , puis en déduire la nature de la branche infinie de la courbe
Tr—+00 Tr—400 X

(Cr) au voisinage de +oo0.
(4) (a) Justifier soigneusement que F  est dérivable sur | — 1;4o0[ et que
(v €] ~ 1500 Fi(a) = &)
7 ;+o00); Fl(z) = P
(b) Dresser le tableau de variations de F' en justifiant votre réponse.
1  F(x)—F(-1
(5) (a) Montrer que : (Vx €] —1;400[); — < (x)—l—l()
e x
fois le théoreme des accroissements finis.)

< e?**1 (On pourra utiliser deux

(b) En déduire que F' est dérivable a droite en 2y = —1, puis interpréter le résultat obtenu
géométriquement.

(c) Tracer la courbe (Cr) dans un repere orthonormé (O, u, 7).

EXERCICE 20 N

Fonction z — [2' st dt - T.AF. - Limite en 3

1
Soit F' la fonction définie sur ] X 400 [ par :

1 2 Int
- . F(2) = _
(V:UG]Q,—I-OOD, (x) /x 2t—1dt

1
(1) Montrer que F' est dérivable sur ] o +oo[ et que :

<vx S } %; +00 D ; Fl(z) = (4(1;—_21)11(141—_1?)@

1
(2) (a) Montrer que : (Vx € ] 5;—!—00 D ; (e —2)In2 —Inz > 0.

1
(b) En déduire la monotonie de F' sur ] 2 +00 [

(3) (a) Soit x €]1;+00[. Montrer, en utilisant le théoréme des accroissements finis, que :

zlne

3 :2x)); F(x) = .

@e el 2a]); Flx) = 0
. . . ~xlnz zIn(2x)
(b) En déduire que : (Vx €]1;400]); - F(x) < ———

F(x
(c) Calculer lim F(x)et lim L, puis interpréter géométriquement ces deux résultats.
T—+00 r—+00 X

(4) (a) Montrer que : (Vx €]0;4+00]); Inx <z — 1.

1 T Int
(b) Montrer que : (V:U S ] 3 1 D : /1 2tn— ] / ﬁ dt, puis en déduire la limite

Int

dt.

suivante : lim
e(z)" 1 2

(c) Montrer que :  lim . F(z) = —0.
(1)
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EXERCICE 21

Fonction z — [\ {215 dt - Relation F'(z) = F(1/x)

* Int
On considere la fonction F' définie sur ]|0; 400 par : F(x) = / ﬁ dt.
1

(1) Etudier les variations de la fonction F' et déterminer son signe.

1 1 Inz 1 Inzx
2) Mont : (Vz e]l; - ([1-=—-— | <Flx)<1-=--——.
(2) Montrer que : (va 1,+oo[>,2( ! x>_ @<1-2 -2
(3) On suppose dans ce qui suit que F' admet une limite finie en +00 que 1’on note ¢. Donner un

encadrement de /.
(4) (a) Soit G la fonction définie sur ]|0; +oo[ par : G(z) = /lr 11212 dt. Montrer que G est
dérivable sur ]0; +oo[ et déterminer G’.
(b) En déduire que : (Vz €]0;400[); F(x) = F(al:)

(c) Montrer que F' admet une limite finie & droite en 0 a déterminer.

(5) Soit H la fonction définie sur [0; +o00[ par :

H(xz) = F(x) siz>0

(a) Montrer que : (Vz €]0;1[); H(xz) — H(0) < % (rlnz —x).

(b) La fonction H est-elle dérivable & droite en 0 ?

EXERCICE 22 N

Fonction z — < [* arctan(e”") dt - Rolle - Dérivabilité en 0

Soit F' la fonction définie sur R par :

1 x
F(0) = il et F(z) = / arctan(e” ") dt six # 0.

4 T Jo

(1) (a) Montrer que : (Yu > 0); 0 < arctan(u) < u.

1—¢ %
€ . Puis en déduire lim F(x).
X T—+00

(b) Montrer que : (Vz > 0); 0 < F(z) <

(2) (a) Montrer que : (Vx € R*); F(—z) = g — F(x).

(b) Déterminer lim F(x) en justifiant la réponse.
Tr——00

(3) (a) En appliquant convenablement le théoreme des accroissements finis, montrer que : (Va >
0); arctan(e™) < F(x) < T

4
(b) En déduire que F est continue en 0.
F(z) - F 1 [
(4) (a) Vérifier que : (Vo € R*); Flz) - F(O) = 2/ g(t) dt, ou g est la fonction définie sur R
x €T 0
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par g(t) = arctan(e_t) — g Pour tout z € R, on pose : G(z) = /Ox g(t) dt.
(b) Soit > 0 et h la fonction définie sur R par : h(t) = G(t) — Ggff) t2. En appliquant le
théoreme de Rolle, montrer qu'il existe ¢ €]0; z] tel que : G;Ef) = 92(2)
(c) En déduire que F est dérivable en 0 et que F’(0) = _Tl
(5) (a) Montrer que F' est dérivable sur chacun des intervalles | — 0o;0[ et ]0;+o00], et que :
(Vo €RY); F'(z) = arctan(e;) — F(m)
(b) Justifier que F' est strictement décroissante sur R.
(6) Construire la courbe de F' dans un repére orthonormé (O, @, ¥/).
Indication. Pour la question 2)a), utiliser une intégration par changement de variable en posant u = —t,

1
ainsi que le résultat : (Vu € R*T); arctan() = g — arctan(u).
u

ENCADREMENTS ET THEOREMES DE LA MOYENNE

EXERCICE 23

Fonction £=X . Relation fonctionnelle - Encadrement

Inzx

Partie |
Soit f la fonction définie sur |0; 1] par :
r—1
f)y=1 et flz) = 2 si0<z <l
(1) Justifier que f est continue sur |0;1].
(2) Montrer que : (Vt €]0;1]); t f(t) = 2f(¢?) — f(¢).
1 —1
M g 0= < — — < t.
(3) Montrer que <Vt€]07e]> ; 0< i ft) <t
Partie Il

Soient F' et G les fonctions définies sur [0; +o00] par :

Flz) = /1 fB)dt et Gla)= /i fit) dt.
(1) Montrer que F est dérivable sur [0; +oo[ et que : (Va € [0;+o0o[); F'(z) = e T f(e™?).

(2) Montrer que pour tout x € [0;+oc[, ona: F(z)=G((2z)—G(x) et F(x) = /e— f) "

e—2z t
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(3) Montrer que : (Vx >1); 0<In2— F(z) <e . Puis en déduire lim F(z).

T—+00
(4) Dresser le tableau de variations de F' en justifiant la réponse.

(5) Construire la courbe de F' dans un repére orthonormé (O, @, ¥/).

EXERCICE 24 N

Fonction x — —x + In <j:+1 %dt) -T.AF.

Soit F' la fonction définie sur |0; +o0o[ par :

(Vz €]0;+00]); F(z) = —:Jc—i—ln(/:H QC’:dt) :

1
(1) (a) Montrer que : (Vx €]0;400]); F(z) > —x —i—ln(ln(xl_ >)
(b) En déduire lir(I)l+ F(z), puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
T—>
(2) (a) Montrer que : (Vx €]0;400]) (¢ €lx;z+1[); F(z) = —x + ¢ — In(c).
(b) En déduire que : (Vz € [1;+00[); —In(z) < F(x) <1 —In(z +1).

F
(c) Calculer lim F(z)et lim ﬂ, puis en déduire la nature de la branche infinie de (Cr)
T——+00 —+o0o T

x
au voisinage de +oo.

(3) Montrer que F' est strictement décroissante sur |0; +00].

(4) Montrer que la courbe (Cr) coupe I'axe (Ox) en un seul point d’abscisse av et que 1 < a < e—1.

(5) Donner allure de la courbe (Cr) dans un repére orthonormé.

EXERCICE 25 )

Fonction f,,(z) = e~ "® Arctan(e”) - T.A.F. - Aire

Soient n € N et f,, la fonction définie sur R par : (Vx € R); fn(z) = e ™ Arctan(e”).
Partie |
Dans cette partie, on prend n = 1.

(1) Calculer lim fi(z) et lim fi(z), puis interpréter ces deux résultats.
T—+00 T——00

x
(2) Montrer que : (Vz € R); fi(z) =e 7 (1_:_3623: — Arctan(ez))
(3) (a) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que : (Yu > 0); ?UQ <
u

Arctan(u) < u.

(b) En déduire la monotonie de f;, puis dresser son tableau de variations.

(4) Construire la courbe (Cy,) dans un repere orthonormé.
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A
(5) On pose : S(\) = / fi(z) dz, ou X € R*T.
0

e Exprimer S(\) en fonction de A, puis déduire )\lim S(\) et donner une interprétation
—+00

géométrique de cette limite.

EXERCICE 26 )

1— “’;# dx - Encadrement fin
z 2
2 COoS“ X
Pour tout n € N*, on pose : u, = / \/idx.
0 n

(1) Calculer l'intégrale u;.

Intégrale fo%

2) Montrer que la suite (u, « est strictement croissante et majorée. Qu’en déduit-on 7
q neN J

1
(3) Montrer que : (Vn € N*); g 1—— <wup < g, puis en déduire la limite de la suite (), ey -
n
B 3
(4) Montrer que : / cos* x dx = %
0

T
(5) Pour tout n € N*, on pose : v, = n? x (— — Uy, ).

2
(a) Mont tout z € [0; 1] 1 1.z
a) Montrer que pour tout = ;1ll,ona: - < ———— < = 4 =,
auerp 2 1+yi-z 2 2
r z? 7
(b) En déduire que pour tout = € [0;1], on a : 1—5—?§\/1—x§1—§.

3
E‘ < 32—2, puis en déduire la limite de la suite (vy,),,cpe-
n

(c) Prouver que : (Vn € N*); g

Un —

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

RAPPEL DE COURS

b
Les solutions de y' = ay + b (a # 0) sont = — Ce*® — — C € R. Les solutions de y" + py’ + qy = 0
a

s’obtiennent & partir des racines de 1’équation caractéristique r? + pr + g = 0.

EXERCICE 27

Equation intégrale - Equation différentielle du premier ordre

Partie |
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Soit f une fonction continue sur R telle que :

(Vz €R); f(z)= -z +2+ /Ogmf<;t> dt.

/

(1) Montrer que f est dérivable sur R et qu’elle est solution de I’équation différentielle (E) : ¢y’ =
3y — 1.

(2) Résoudre I'équation (F), puis en déduire I'expression explicite de f.

Partie ll

Soit f une fonction deux fois dérivable sur R** telle que :
(Vz e R*");  22f"(z) — 3z f'(z) + 4f(z) = 0.

(1) Pour tout t € R, on pose : g(t) = f(e").

e Montrer que g est deux fois dérivable sur R et qu’elle est solution de ’équation différentielle
(E): ' — 4y +4y =0.

(2) Résoudre I’équation (E), puis en déduire qu’il existe (a;b) € R? tel que : (Vo € R*T); f(z) =
az? +bxln(z).

EXERCICE 28

Ensemble de solutions - Wronskien - Structure de I'’ensemble

Soit E l’ensemble des fonctions f deux fois dérivables sur R telles que :

(Vz€R); f'(z) = (1+2) f(z).
2 1

(1) Pour tout = € R, on pose : g(z) =eT et h(z) = g(x) /Ow W dt

e Montrer que g et h sont des éléments de I’ensemble F.

(2) Soit f € E. Montrer que la fonction ¢ = f’g — fg’ est constante sur R, puis en déduire qu’il
existe k € R tel que : (Vz € R); f(z) = g(x) + k h(z).

PROBLEMES DE SYNTHESE

EXERCICE 29 N

Probléme complet - g(t) = In(1 + v/t) — V1, f(z) = 22, suite implicite

z—1"?

Partie |
Soit g la fonction définie sur R* par : g(t) = In(1+ vt) — V1.
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(1) (a) Montrer que g est continue sur R*.
=1l
b) Montrer que g est dérivable sur R** et que : ¢'(t) = —————~.
(b) O=307 v
In(1+t)—t -1
t2 T 2(1+ /o)’

(2) (a) Montrer que : (V¢ € R*") (Fc €]0;¢%]);

In(1+¢t)—t -1
(b) En déduire que : tl_i)r(% n(—;) =5

Partie Il
On consideére la fonction f définie sur R** par :

Inz

fA)=1 et (Voe]o1[U]l+oo]); flz) = —-

(1) (a) Calculer lim+ f(z), puis interpréter géométriquement le résultat.
z—0

(b) Calculer liril f(z), puis interpréter géométriquement le résultat.
T—r+00

(2) (a) Montrer que f est continue en zp = 1.
(b) Montrer que f est dérivable en zp = 1. (On pourra utiliser 1.2)b).)
(x—1)—zlnx
x(x —1)2
(b) Montrer que : (Vz €]0;1[U|1;400[); (z —1) —xlnz < 0. Puis dresser le tableau de
variations complet de f.

(3) (a) Montrer que : (Vz €]0;1[ U ]1;+00]); f(x) =

(4) Construire la courbe (Cy) dans un repere orthonormé (O, u, ).

—

(5) (a) Montrer que : (Vn € N*) (Ja, € R*"); f(a,) =1+ —.
n
(b) Vérifier que : (Vn € N*); 0 < a, < 1.

c) Justifier que la suite (a, . est strictement croissante, puis en déduire qu’elle est con-
neN

vergente.
d) Mont c i =1let li 1— =5 ' dédui i "=
(d) Montrer que Jm ay, et _1>I}rloon( an) = 2, puis en déduire que m (an)

1

?.

EXERCICE 30

z—1
Inzx

Probléme complet - Fonction et suite d’intégrales

Partie |
Soit x €] — 1;0[ U ]0; +o0].
€T 1 Ea T
1 Mont L at < .
(1) (a) Montrer que 3(“1)_362/0 -
1 [e In(l4+2z)—z 1
(b) Montrer que : 2 J, 1—|—tdt: — + 5
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In(l+z)—=z

(2) En déduire la valeur de la limite suivante : lim 5

x—0 T

Partie Il

On considere la fonction f définie sur |0; +o00[ par :

fA)=1 et (Voe]-10[U]0;+00]); f(z) =

(1) Calculer lim f(x)et lim f(z), puis donner leurs interprétations.
r—0+ T—>+00
(2) (a) Montrer que f est continue sur ]0; 4o0].
(b) Etudier la dérivabilité de f en o = 1. (Utiliser 1.2).)
(3) (a) Montrer que f est dérivable sur chacun des intervalles ]0;1[ et |1;4+00[ et que :  f/(z) =
(r—1)—zlnz
x(x —1)2

(b) Montrer que : (Vz €]0;1[U|1;400[); (z — 1) —xzlnx < 0, puis dresser le tableau de
variations complet de f.

(4) Tracer la tangente au point A (1; f(1)) et la courbe (Cy) dans un repeére orthonormé.

Partie lll

2 n
z—1
Pour tout n € N*, on pose : In:/ -1"
1 T

dzx.
(1) Calculer Iy, puis montrer que la suite (1), - est décroissante.

1
(2) Montrer que : (Vn € N*); <I,< o puis en déduire lim I, et lim nl,.

2(n+1) T n+ n—-+oo n—-oo
1
(3) Montrer que : (Vn e N*); I, + I11 = R puis en déduire la limite de la suite (Jp),cn-
" (1)t
définie par J, = Z —_— .
k=1

FIN DU POLYCOPIE IV
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