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Avant-propos

Ce polycopié rassemble trente exercices et problémes d’analyse, sélectionnés dans une base
Les énoncés couvrent l'intégralité du programme
d’Analyse II : fonction logarithme népérien, fonction exponentielle, suites définies par une équa-
tion, suites récurrentes, sommes et produits, calcul intégral et fonctions définies par une intégrale.

Les exercices sont regroupés en sept parties thématiques, de difficulté croissante a l'intérieur
de chaque partie. Les trois dernieres parties proposent des problémes longs, de structure iden-
tique a celle des épreuves de ’examen national.

La plus grande partie des exercices de ce polycopié a été extraite des anciens devoirs surveillés du pro-
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fesseur Abdellah Belkhatir J‘jL qu - ey , (ue nous remercions vivement.

Ju I L,z A P
JL I LA
erds I SN
N el D S
SN 1130 g\f'

FE ol

SR




Polycopié Il — Analyse Il ("'-,ZJ

(")mf’)twt(”

§oh S5

UZ'JJJ‘JL)}J‘ u@ﬁ—“o’i&/wc,fﬂ LJ:VJ‘L_;EJLJ; \;_/:o.ﬁwix@‘ L9 e
eAN L LAYl o L i) i g & cu/" P OLLE W abd
e

U DI P Lo BN Ll G 1 _ 5 L 020 B
PE DI ILIAD ols F (O AP s OUIEN (iles o
L B AP G T S Gz A e G P
AU NI L GasiS o Sl T

A 8 S W s P S N o g o o T 5 g
iy AN S8 1 ak

JI= ol

Fostedis, il e nd S s F s

A5 A B Lo B A Ul g ol B S e s
SN s N oLl dl @2y

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 2 w‘




Polycopié Il — Analyse Il (‘f_jj

J,.J’JJ Z
s A IS B e SO S i D Ol s 10 su

o\_.sg)ta,..;‘_}a..,;zauu_-éa.watﬁ.ci@u!w/'u;)wy"'l Lder ier i
RVEW3Y %)

Remerciements

L’auteur adresse ses plus sinceres remerciements au professeur Abdellah Belkhatir, dont les anciens
devoirs surveillés ont fourni la plus grande partie des exercices réunis ici, et le remercie chaleureusement
pour son dévouement constant au service de l’enseignement des mathématiques.

S A e S s

qu! (Gj;

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 3 w'






Polycopié Il — Analyse Il Partie | - Fonction logarithme

FONCTION LOGARITHME : ETUDES DE FONCTIONS

RAPPEL DE COURS

1
La fonction In est la primitive sur R** de z — — qui s’annule en 1. Elle est strictement croissante, réalise
x

N - . Inz - .
une bijection de R** vers R, et vérifie lim —— = 0 ainsi que lim zlnz = 0.
T—+oo T z—0t

EXERCICE 1 N

Etude compléte - Asymptote horizontale - Réciproque

Soit f la fonction définie par :

f(0)=0 et f(a:):\/ﬁ si x # 0.

(1) Montrer que : (Vo € R*"); 14 2%Inz > 0, puis en déduire Dj.
(2) Montrer que (Cy) admet au voisinage de 400 une asymptote horizontale que I'on déterminera.

(3) Etudier la continuité et la dérivabilité de f & droite en 0.

2 _ 2
(4) Montrer que : (Vz € R*); f/(z) = —mg, puis dresser le tableau de variations de
2(1+22Inx)?
I
(5) Résoudre dans RT I’équation f(z) = z, puis dresser un tableau donnant le signe de f(z) —x
sur RT.

(6) Construire la courbe (Cy) dans un repere orthonormé (O,7,7).
(7) Soit h la restriction de f a I'intervalle I = [0;v/2].

(a) Montrer que h admet une fonction réciproque h~! définie sur un intervalle J que 1'on
déterminera.

(b) Construire la courbe (Cj-1) dans le repere (O,7, 7).

EXERCICE 2 N

Etude sur | 1; +oo| - Fonction définie par une primitive

Partie |
T

\/lnm'

(1) (a) Calculer lim+ f(z), puis interpréter géométriquement le résultat.
z—1

7
(b) Calculer lir}ra f(z) et lir}ra M, puis interpréter géométriquement les résultats.
T—+00 r—+o0o I

Soit f la fonction définie sur |1;4o00] par : f(z) =

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 5 w‘
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2lnx — 1

2(\/1117)?"

(2) (a) Montrer que f est dérivable sur |1;4+o00[ et que : (Vx €]1;+00[); f'(z) =

(b) Dresser le tableau de variations de f en justifiant la réponse.
(3) Construire la courbe (Cy) dans un repere orthonormé (0,7, 7).
(4) Soit n € N tel que n > 3.

(a) Montrer que I’équation f(z) = n admet exactement deux solutions u, et v, telles que :
1 <up <ve<u,.

(b) Montrer que : (Vn > 3); v, > n, puis en déduire lim vy,.
n——+00

(c) Montrer que la suite (up)n>3 est convergente.

1
(d) Montrer que : (Yn > 3); — < In(up) < %, puis en déduire lim w,.
n n

n—+400

Partie Il
Soit F' une primitive de f sur ]1;+o0[, et G la fonction définie sur ]1;+o0[ par : G(z) = F(2?) —
F(x), avec G(1) = 0.
(1) (a) Montrer que : (Vx €]1;400]); G(z) > 0.
(b) Montrer que G est dérivable sur |1;+oco[ et que : (Vo €]l;400)); G'(z) =
(V22 - 1) f(2).
(c) En déduire le sens de variation de G sur |1; +o0].

z3(x —
(2) (a) Montrer que : (Vx € ]1; ¥e(); \/(le) < Vvl

(b) Montrer que G est continue & droite en xg = 1.
(c) Etudier la dérivabilité de G' & droite en g = 1 et interpréter le résultat obtenu.
z?(x —1)

(3) (a) Montrer que : (Vz € |{¥/e;+o0[); G(z) > —

G(x
(b) Calculer les limites lim G(z) et lim L, puis interpréter géométriquement les résul-
T—+00 r—+o00 I
tats.

m )

La fonction z — h‘TT « Produit - Suites implicites

Partie |
In(x)
s

Soit f la fonction définie sur R** par : f(z) =
(1) (a) Déterminer xgrfoo f(z) et xl;réh f(zx).
(b) Interpréter graphiquement chacune des limites précédentes.
1 —In(z)

2
z
(b) Dresser le tableau de variations complet de f en justifiant la réponse.

(2) (a) Montrer que : (Vo € R*"); f/(z) =

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 6 ifﬁh
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(c) Ecrire 'équation de la tangente (T') & (C;) au point d’abscisse zg = 1.

2In(z) — 3
: 4y . _
(3) (a) Montrer que : (Vo € R*"); f/(z) = — 5
(b) Etudier la concavité de (Cy) et déterminer son point d’inflexion.

(4) Construire (C¢) dans un repere orthonormé (0,7, 7).
n n
(5) Pour tout entier naturel n > 2, on pose : F, = —— H In(k).
val s

e Montrer que la suite (F},),>2 est strictement décroissante. Puis en déduire que : (Vn >

2); ﬁln(k) < @
k=2

n

Partie Il
1
On considére dans R*T I’équation (E,): f(z) = —, ot n > 3 est un entier naturel fixé.
n
(1) Montrer que I'équation (F,) admet exactement deux solutions a,, et b, telles que : 1 < a, <
e < b,.
(2) (a) Etudier la monotonie de (a,),>3, puis en déduire qu’elle est convergente.
(b) Montrer que lim a, = 1, puis en déduire lim (a,)" =e.
n—+00 n—-+00

(c) Montrer que : lim n(a, —1)=1.

n—-+o0o

(3) (a) Montrer que (by,),>3 est strictement croissante et que lir}rq by, = +00.
- n—-+0o0o

bn
‘ = oy e . o .
(b) Montrer que : (Vn > 3); nln(n) < b, < nln(2nln(n)). Puis en déduire nll)l-il-loo o)

m )

e®

Fonction z +—> ln<T’1> - Suite récurrente

Partie |
Soit f la fonction définie par :

et —

FO0)=0 et ﬂ@:h{ 1) A b0

(1) Montrer que Dy = R, puis calculer xll)r}rloo f(zx) et xgr_noo f(x).

(2) Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f en 0.

(3) Montrer que f est dérivable sur chacun des intervalles ]0; +o00[ et | — 00;0[, et que :

(Vz e RY);  fl(z) = ;[;((()jﬂﬂ(l;)l)’ ou p(x) =ze® —e® + 1.

(4) Etudier les variations de la fonction ¢ sur R et en déduire son signe sur R*, puis dresser le
tableau de variations de f.

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 7 W‘
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(5) Etudier les branches infinies de la courbe (Cy), puis construire (C;) dans un repére orthonormé
(0,7,7).

(6) Montrer que : (Vo € R*); f(z) —x = f(—=z), puis en déduire le signe de f(z) — z sur R**.

Partie Il

On considere la suite (uy,)nen définie par :
ug € R*t et (Vn € N); upt1 = f(uy).

(1) Montrer que : (Vn € N); u, > 0.
(2) Etudier la monotonie de la suite (u,)nen, puis en déduire qu’elle est convergente.

(3) Déterminer la limite de la suite (up)nen.

1 o-fa
Indication. Pour la question 1.2), on admettra ’encadrement : (Vz € R*); 5¢ ° <

1 otial
2=

2

FONCTION EXPONENTIELLE : ETUDES DE FONCTIONS

Fonction paire - T.A.F. - Suite implicite

Partie |

Soit f la fonction définie sur R par :

f(0)=1 et f(z) = — six # 0.

(1) Justifier que f est paire.
(2) Montrer que f est continue sur R.

(3) Justifier que lirJ]ra f(x) =0, puis interpréter graphiquement ce résultat.
Tr—r+00
(4) (a) Montrer que f est dérivable sur R** et que :

2¢” g(z)

(Vx = R*+) ;o fl(x) = ma

ot g(z) = (1—xz)e* — (14 ).
(b) Montrer que (Vz € R*"); g(z) <0, et en déduire la monotonie de f sur R*.
1 u(z)

- flz) — s -
. *+ . — — T T
(5) (a) Vérifier que : (Vx € R*"); - = e —e) on u(x) =2x —e* +e 7.

(b) Justifier que la fonction ' est décroissante sur RT.

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 8 if-ﬂh
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(c) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que :

W) _ f@) -1

et —e % x

(Vm € R*+) c

(d) En déduire que f est dérivable a droite en 0 et que f;(0) = 0.

(6) Construire la courbe (Cy) dans un repere orthonormé (0,7, 7).

Partie ll
Soit n € N*. On considére 'équation (E) : f(z) = na?, ot # € RT.
(1) Montrer que (F) admet une unique solution wu,, dans R™ pour tout n € N*.
(2) Justifier que (up)nen+ est décroissante, puis en déduire qu’elle est convergente.

(3) (a) Montrer que : lim u, =0et lim +nu, =1
n—+oo

n—-+o0o

o on(up)?—1
(b) Calculer lim ————.

n—-+oo Un,

EXERCICE 6 N

ze”®
=

Théoréme de Rolle - Fonction = —

1

Partie |
Soit h € R*T et soit ¢ la fonction définie sur R par :

h
e’ —(h+1 v
ola) = (g2 ) # - (o - @+ 1),
(1) En utilisant le théoréme de Rolle, montrer qu’il existe ¢ €]0; h[ tel que :

eh—(h+1) e -1

h? 2
P (h+1 h_(h+1
(2) En déduire la limite hlim+ 6}(L2+)7 puis calculer par la méme méthode hlim e}(ﬂ—i—).
—0 —0~
(3) En étudiant les variations de la fonction ¢ : =z +— € — (z + 1) sur R, montrer que :
(Ve e R*); e >z + 1.
Partie Il
Soit f la fonction définie sur R par :
T e’ .
f0)=1 et f(:r):em_1 siz #0.
(1) Etudier les branches infinies de la courbe (C £) au voisinage de +o0o et de —oo.
(2) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.
(3) Montrer que f est dérivable sur chacun des intervalles | — oco;0] et ]0;4+oo[, et que :
e”P(x)
Ve e R*); fl(z) = ——=.
e ®); o) = 50

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 9 if-&“
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(4) Dresser le tableau de variations de f sur R.

—

5) Construire la courbe (C¢) dans un repere orthonormé (0,7, 7).
f

Partie llI
Soit F' la fonction définie par : F(0) =0 et F(z) = In(f(x)) si x # 0.
(1) Vérifier que F est définie sur R.
(2) Etudier la continuité et la dérivabilité de F en 0.
(3) Etudier les branches infinies de (Cr) au voisinage de +oo et de —oo.
(4) Dresser le tableau de variations de F', puis construire (Cr) dans un repére orthonormé.

(5) Etudier le signe de F(z) — z sur chacun des intervalles | — co; 0[ et ]0; +-00].

Partie IV
On considére la suite (uy,)nen définie par : ug € R* et (Vn € N); upi1 = F(uy).
(1) Montrer que : (Vn € N); u, > 0.
(2) Etudier la monotonie de (uy,)nen, puis en déduire qu’elle est convergente.
(3) Calculer la limite de la suite (up)nen-

(4) On suppose désormais que ug € R*~. Montrer que (uy,),cn est convergente et calculer sa limite.

EXERCICE 7

Fonction x — # + Primitive et encadrement

Partie |

1
Soit f la fonction définie par : f(z) = Fppe—t
—ze

(1) Montrer que : (Vo € R); 1 —xze™™ > 0, puis en déduire Dy.

(2) Calculer lim f(z)et lim f(x), puis donner une interprétation géométrique des résultats.
T—+00 T——00

(1—2x)e™™ . o
m, puis dresser le tableau de variations de f.
— e~

(4) Construire la courbe (Cy) dans un repere orthonormé (0,7, 7).

(3) Montrer que : (Vz € R); f'(z) =

e
e—1°

(5) Montrer que : (Vz € [0;+00[); 1 < f(x) <

f(t)

(6) Vérifier que la fonction g : ¢ — ¥ admet sur R** une unique primitive G vérifiant G(0) = 0.

Partie Il

Soit F' la fonction définie sur R* par :

(Vx €]0;1]); F(z) = G(—Inx) et (Vz € [1;400]); F(z) = G(nz).

(1) Montrer que : (Vz €]0;1)); F(x) = F(i) .

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri *I O iff,”
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(2) Déterminer le sens de variation de F sur [1; +oc], puis en déduire ses variations sur |0; 1].

e

1
(3) (a) Montrer que : (Vx € [1;+00]); 3 (Inz)® < F(z) < Ae—1) (Inz)?.
e —
o . F(z) . . . .
(b) Calculer les limites lim et lim F(z), puis donner une interprétation
r—+o0 T T—+00

géométrique.

(c) Calculer lim F(z). Que peut-on en déduire ?
z—07F

(4) Etudier la dérivabilité de F en zy = 1, puis interpréter le résultat obtenu.

(5) Construire la courbe (Cp) dans un repeére orthonormé (0,7, 7).

EXERCICE 8 N

Famille de courbes - Réciproque - Fonction intégrale

Partie |

Soit m € R*T et f,, la fonction définie sur R par : f,(7) = €2* — 2me®. On note (C,,) sa courbe
représentative dans un repere orthonormé (0,7, 7).

(1) Etudier les branches infinies de la courbe (C,,) au voisinage de 400 et de —co.

(2) (a) Montrer que la fonction f,;,, admet un minimum atteint en un unique point I,,, dont on
déterminera les coordonnées.

(b) Montrer que lorsque le parametre réel m varie dans R**, le point I, décrit la courbe (T")
d’équation y = —e?®.

(3) (a) Construire dans le repere (O,7,7) les courbes (I'), (C1) et (C2).
(b) Calculer l'aire de la portion du plan délimitée par (C4), (C2), (I'), 'axe (Ox) et les droites
d’équations respectives z = 0 et x = In4.
Partie Il
Soit f la restriction de la fonction f; a l'intervalle I = [0; 4o0[.

(1) Montrer que f est une bijection de I vers un intervalle J que I'on déterminera, et que : (Vx €

J); f7Hz)=In(1+V1+7).
(2) Montrer que l'équation (E): f~!(z) = z admet une unique solution « telle que o €]0; 1[.
(3) Soit (un)nen la suite définie par : ug =0 et (Vn € N); upi1 = fH{up).

(a) Montrer que : (Vn € N); u, € R*.

1
(b) Montrer que : (Vz € R*); 0 < (f_l)/ (x) < 5
1
(c) En déduire que : (Vn € N); |up+1 —a < 3 lun — af .

(d) Montrer que la suite (uy)nen est convergente et déterminer sa limite.

Partie Ill

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 1 *I ;udﬁ“
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(1) Soit x € R**. En utilisant le théoréme des accroissements finis, établir que :

flz) +1

0< < f'(z).
72 <)
(2) En déduire que la fonction x +— f@) est strictement croissante sur R**.
%
(3) Soit F' la fonction définie sur R* par :
_ [ f)

F(0)=—1In2 et F(x) dt siz > 0.

= t

(a) Etablir que : (Vz € R*); 0 < F(z)+In2 < f(2z) — f(x).

(b) En déduire que F est continue et dérivable a droite en 0.

. 2z
(c) Fitablir que : (¥z € R*); F(z) > f(z) /

xT

1
7 dt, puis étudier la branche infinie de (Cr)

au voisinage de +oo.

20) —
(d) Montrer que F' est dérivable sur R** et que : (Vo € R*"); F/(z) = f(l’)xf(l’)

(e) Dresser le tableau de variations de la fonction F.

SUITES DEFINIES PAR UNE EQUATION

METHODE

Pour une suite (ov,) définie par f,,(ay,) = 0 : on établit d’abord 'existence et 1'unicité par stricte monotonie
et le théoréeme des valeurs intermédiaires, puis on obtient la monotonie de la suite en comparant f,, 11 ()
a fn(an) =0, et enfin la limite par encadrement.

EXERCICE 9

Bijection - Encadrement - Vitesse de convergence

Soit n € N* et f,, la fonction définie sur R** par :
falz)=2+n(1+In(z)).
1 lculer lim f, t i ().
(1) Cacuerxi)rghf () e $_1>I_’1_’loof (z)

(2) Montrer que f, est une bijection de R** vers R.

(3) En déduire que I’équation f,(z) = 0 admet une solution unique a,, dans R**.

1 1
(4) (a) Justifier que : (Vn € N*); — < ay < -.
e e

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 1 2 if-ﬁ”



Polycopié Il — Analyse Il Partie Il - Suites définies par une équation

1
(b) Montrer que : <V:L‘ € ]O; - D i far1(x) < fu(x). Puis en déduire la monotonie de la

suite (ap)nen--
(5) (a) Montrer que la suite (a,)nen+ est convergente et déterminer sa limite.

. 1 1
(b) Prouver que : nll)r}rloon <e - ozn> ==

EXERCICE 10 )

Deux suites implicites - Racine n-iéme

Soit n € N* et f,, la fonction définie sur R*T par :
(Vz e R*");  fu(z) = —nz + In(x).

. Dé . . 3 . (1),
(1) (a) Déterminer zg(r)l+f () et x_1>1_fil_100f (z)

—nx+1

(b) Montrer que : (Vx € R*"); fl(z) = — Puis dresser le tableau de variations de
fn-
(2) (a) Montrer que : (Vo € R*"); In(z) < 2z — 1.
(b) Montrer que pour tout n € N*, I’équation f,(z) = —2n admet exactement deux solutions

1
an et b, dans R*T telles que : 0 < a, < — et b, > 2.
n

p . . . 1
(3) Déterminer lim a, et montrer que : lim {/a, = —°
n—-+oo n—-+oo e

(4) (a) Montrer que : (Vn € N*); fro+1(bn) < —2(n + 1). Puis en déduire la monotonie de la
suite (bp)nen=-

(b) Justifier que la suite (by,)nen+ est convergente et que hff b, = 2.
n—-+0oo

(c) Déterminer lim n (b, —2).
n—-+o0o

EXERCICE 11 N

Somme partielle - T.A.F. - Equivalent

Soit f,, la fonction définie sur I =]1;+o0[ par :
fo(z) =In(x — 1)+ Z = ol n > 2 est un entier naturel.
k=1

(1) Déterminer $1i)1{1+ fn(z) et IETOO il @)

‘,L,’VZ

(2) (a) Justifier que f, est dérivable sur I et que : (Vx € I); f}(z) = =1

(b) En déduire que f,, réalise une bijection de I vers R.

(3) (a) Justifier que I’équation f,(z) = 0 admet une unique solution dans I que 'on notera .

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri *I 3 M|
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. . - (an+1)n+1
(b) Montrer que : (Vn > 2); fo(ant1) =

est strictement décroissante.

(4) (a) Montrer que : (Vk € N*); In(k+1) —In(k) <
INESY %
k=1

1
: oA = by L . .
(b) Montrer que : (Vn >2); ap <1+ ——.T Puis en déduire nllgll—loo an,

, puis en déduire que la suite (ay,)n>2

_

. Puis en déduire que : (Vn > 2); In(n +

1
(5) (a) Déterminer le sens de variation de f],_; sur l'intervalle ] 11+ —i—l} :
n

(b) En appliquant le théoréeme des accroissements finis a la fonction f,11 sur l'intervalle
[Qn+1; ], montrer que :

apt1 — 1< (n+1)(ay —ant1) < a, — L.

(c) Déterminer nglfoo n(n — Qni1).

EXERCICE 12 N

Fonction z — In(1 + nz) - Encadrement logarithmique

Soit f, la fonction définie par : f,(z) = In(1 4+ nzx), ou n € N* — {1}.

(1) Déterminer Dy, , puis calculer les limites de f, aux bornes de son ensemble de définition.

1 1 1
(2) Montrer que : (Vx €]1;400[); 1 — = <lnz < 3 <az > .
x x

(3) Montrer que f, est une bijection de Dy, vers R, puis calculer f,!(z) pour tout z € R.

1
(4) Montrer que '’équation f,(x) =  admet exactement deux solutions 0 et oy, telles que : 1—— <
n

ap <n——.
n
(5) Montrer que : Inn < a, < 2Inn, puis en déduire que : Inn < a,, <In(l+2nlnn).
an

(6) Calculer, en justifiant chaque réponse, les deux limites : lim «, et lim —.
n—-+oo n—-+oo ln n

EXERCICE 13 )

Bijection - Suite implicite décroissante

Soit n € N* et f,, la fonction définie sur R*™ par :
(Vz e R*");  fu(z) =In(z) —e ™.

(1) Montrer que f, est une bijection de R** vers R.

(2) En déduire que I'équation f,(z) = 0 admet une solution unique «,, dans R**, et que a,, > 1.
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(3) Etudier la monotonie de la suite (o, )nen+, puis en déduire qu’elle est convergente.

(4) Calculer la limite de la suite (ay,)nen+ en justifiant la réponse.

EXERCICE 14 N

Inégalités logarithmiques - Suite implicite - Limite de (u,,)"

(1) (a) Montrer que : (V¢ € R*"); Int <t —1.
(b) En déduire que : (Vz € [1;+00]); zlnx > 2 — 1.

1
(2) Montrer que : (Vz € [1;400[); zlnz < 5 (22 —1).

1
(3) Soit n € N*. Montrer que I’équation (E,) : zlnz = — admet une solution unique u, dans

n
R*T.

2 1
(4) Vérifier que : 1 < u, <e, puis établir que : (Vn € N*); /1 + — <u, <1+ —.
n n

(5) En déduire que la suite (u,)nen+ est convergente en précisant sa limite, puis établir que :

lim (u,)" =e.
n—-+00

| Indication. Pour la question 2), on utilisera le résultat de la question 1)b).

SUITES RECURRENTES ET CONVERGENCE

EXERCICE 15 )

Fonction x — 1 — ¢~ - Trois suites - T.A.F.

Partie |
On considere la fonction f définie sur R par : (Vz € R); f(z) =1—e".
(1) (a) Dresser le tableau de variations de f sur R.
(b) Etudier le signe de la différence f(z) — z sur R.
(2) Montrer que I'équation (E) : f(z) = 1 — 2 admet une solution unique « dans R, et que :

g <a<l.
(3) (a) Montrer que : (Vo € R*")(3c €]0;2]); r — f() _1- e*C‘

7 2¢
(b) En déduire la limite lim ° 3%
z—07F x
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Partie Il
Soit (un)nen la suite définie par : ug =1 et (Vn € N); upt1 = f(up).
(1) (a) Montrer que : (Vn € N); u, > 0.

(b) Montrer que (uy)nen est convergente et calculer sa limite.
Un — Un+1

(c) Calculer la limite de la suite (vy,)nen définie par : (Vn € N); v, = ()
Un

1
w0€:|;1|:
€

(Vn € N); wni1 =1 = f(wn)

(2) Soit (wp)nen la suite définie par :

1
(a) Montrer que : (Vn € N); — < w, < 1.
e

(b) Montrer que : (Vn € N); |wpy1 — af < e~ x |wy, — «|, puis en déduire que (wy,)npeN est
convergente en précisant sa limite.

Partie lll

(1) Montrer que pour tout n € N*, I’équation f(x) = 1 — 2™ admet une solution unique «,, dans
10; 1].

ontrer que la suite (ay,)nen+ est croissante, puis en déduire qu’elle est convergente.
2) Mont 1 it t i t i dédui ‘elle est t

—1
(3) Montrer que : (Vn € N*); — < In(ay,) < 0, puis en déduire la limite de (ap)nen+-
n

(4) Calculer chacune des limites suivantes : lim n (1 —ay,) et lim (ay)".
n—-+00 n—-+0o

EXERCICE 16 ~

Etude d’une primitive - Asymptote oblique - Suite contractante

Partie |
1—-1¢
Soit f la fonction définie sur R par : f(t) = 5 es.

(1) Montrer que la fonction f est une bijection de R vers R.

(2) En déduire que 'équation f(t) = 0 admet une solution unique « telle que —1 < o < 0.

(3) Déterminer le signe de f(t) suivant les valeurs de ¢ dans R.

1
(4) Pour tout ¢t de R, on pose : ¢(t) = f(t) + ie%.

(a) Déterminer le sens de variation de la fonction ¢ sur R.

| =

(b) Calculer ¢(0), puis en déduire que : (Vt €] — 00;0]); f(t)e_% > —

Partie Il
Soit F' la fonction définie sur R par : F(z) = (z + 1)e2 — 2 — 1. On note (Cr) sa courbe
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représentative dans un repere orthonormé (0,7, 7) (unité : 3 cm).

(1) Calculer les limites lim F(x) et lim F(x).
T—r—00 T—r—+00

(2) Montrer que : (Vz € R); F'(x) = f(x)e2, puis dresser le tableau de variations de F.
(3) Déterminer les points d’intersection de (Cr) avec ’axe des abscisses.

(4) Montrer que (Cr) admet au voisinage de +oo une branche parabolique dont on précisera la
direction.

(5) Montrer que (Cr) admet au voisinage de —oo une asymptote oblique (A) que l'on déterminera.

(6) Etudier la position relative de (Cr) et de son asymptote (A).
(7) Construire la courbe (Cp) dans le repere (O,7,7). On donne o ~ —% et F(a) = é
Partie Ill
On considére la suite (up)nen définie par : ug = i et (Vn € N); upt1 = F(—up).
(1) Montrer par récurrence que : (vVn € N); u, €]0;1[.
(2) Montrer que : (Vn € N); upy1 < %un

(3) En déduire que la suite (u,)nen est convergente en précisant sa limite.

| Indication. Pour la question III.2), on pourra utiliser 'inégalité des accroissements finis.

EXERCICE 17 N

Fonction In composée - Suite contractante - Moyenne de Cesaro

Soit f la fonction définie sur R™ par :

z+2+vVz2+4z
f(a:)zln( 5 )

1
(1) (a) Montrer que f est dérivable sur R** et que : (Vz € R*"); f/(z) =

Va?+dx
(b) Justifier que : (Vx € [1;+00[); 0 < f/(z) <

Bl

(2) Montrer que : (Vx € RT); In(z +1) < f(z) < In(z + 2).
1
(3) Soit g la fonction définie sur Rt par : g(z) = f(z) — 3%

(a) Montrer que : mgrfoog(x) = —00.

(b) Montrer que g est strictement décroissante sur [1;4+o0c[. Puis en déduire que 1’équation
g(z) = 0 admet une solution unique « dans [1; +oo[ et que : 1 < a < 4.

(4) On consideére la suite (V},)pen définie par :

Ww=1 et (Vn e N); Vop1 = f(2V,).
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(a) Montrer par récurrence que : (Vn € N); 1 <V, <2.

2 1
<V, - za
V5

5% - Puis justifier que la suite (V},)nen

1
Vg1 — 504

est convergente en précisant sa limite.

(b) Montrer que: (Vn € N);

n

2
5 P tout n € N, 2 S = V.
(5) Pour tout n on pose - n+1kz_:0 A

3v5 X . Puis en déduire lim S,.
\/5 -2 n+1 n—+400

EXERCICE 18 )

Etude d’une gaussienne - Deux suites implicites

e Montrer que : (Vn € N); |S,, — | <

Partie |
Soit f la fonction définie sur Rt par : f(x) =1 — z2el—7",

(1) Calculer 2111 f(z), puis dresser le tableau de variations de la fonction f.

(2) Construire la courbe (Cy) dans un repere orthonormé (O,7,7).

Partie Il
Soit n un élément de N* — {1}. On considére dans R 1'équation : (E,): f(z) = —.
n
(1) Montrer que ’équation (E,) admet exactement deux solutions distinctes «, et 3, telles que :
O<a,<1<p,.

(2) Représenter dans le repere (O,7,]) les trois premiers termes de chacune des suites (ay)n>2 et

(ﬁn)nZQ .

(3) Etudier la monotonie de chacune des suites (v, )n>2 et (Bn)n>2, puis en déduire qu’elles sont
convergentes.

(4) Calculer la limite de chacune des suites (ay)n>2 €t (5n)n>2. Que peut-on en déduire ?

SOMMES, PRODUITS ET SERIES

EXERCICE 19 \

Suites adjacentes - Série alternée harmonique

Soit (Sp)nen+ la suite définie par :

(VneN*); S, =
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Pour tout n € N* on pose : a, = Sa, et b, = Soni1.
(1) (a) Montrer que les suites (ap)nen+ €t (bn)nen+ sont adjacentes.

(b) Quelle conclusion peut-on en déduire ?

2n 2n+1
1 ke 1 1 ke
(2) (a) Montrer que : (Vo € RT); g (=1)F 1kt < 172 < E (—=1)F— 1kt
k=1 k=1
by 3D 3D
(b) En déduire que : (Vz € RT); 2 2 <In(l+2)< 2 — .

(3) (a) Montrer que : (Vn e N*); a, < In(2) < b,. Puis en déduire la valeur de la limite
commune de (an)nen et (by)nens-

(b) Montrer que : (Vn € N*); [S, —In(2)| <

convergente en précisant sa limite.

EXERCICE 20 \

1

1
—. Puis en déduire que la suite (S,)nen+ est
n

Suites adjacentes - Développement de e

—1)*
Soit (Sp)nen la suite définie par : (Vn € N); S, = Z ( k") . Pour tout n de N, on pose :
k=0 )

n
Uy = Sop, et vy, = S2n+1-
(1) Montrer que (un)nen €t (vn)nen sont adjacentes. Que peut-on en déduire ?

(2) Soit f,, la fonction définie sur Rt par :

(a) Montrer que : (Vx € RY); fon(z) <0 < fopt1(2).
(b) En déduire que : (Vn € N); v, <

(Un)nEN et (Un)neN-

1
G ==

1
< —, puis en déduire que la suite (Sy),en est convergente
e

n

(3) Montrer que : (Vn € N);

en précisant sa limite.

EXERCICE 21 N

Encadrement de In(1 + z) - Produit - Suite F

(1) Montrer que : (Vo € R*"); % <In(l+z) <z
%

o i n 1 k . n 1 k+1
(2) En déduire que : (VneN);H(l—i—k) <e <kl:11<1+k> :
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vn)
(3) Soit (up)nen+ la suite numérique définie par : (Vn € N*); u,, = \i:?

1 n+1 1 n+1

e Montrer que : (Vn € N*); — x < Up < — X ¥n+ 1. Puis en déduire que la
e n e

n
suite (un)nen+ est convergente en précisant sa limite.

EXERCICE 22 N

Primitive de Arctan - Somme de Riemann - TA.F.

Soit f la fonction définie sur R par :
1
(Vz € R);  f(z) =z Arctan(z) — 5 In(z® +1).

(1) Montrer que la fonction f est paire.
(2) Montrer que f est une primitive de la fonction Arctan sur R.

(3) Montrer que hI—P f(x) = 400 et que la courbe (Cy) admet au voisinage de 4+o00 une branche
T——+00

parabolique de direction une droite (A) que l'on déterminera.

(4) Dresser le tableau de variations de f, puis construire la courbe (Cy) dans un repére orthonormé
(0,7,7).

1o k
5) Pour tout n € N*, . S, = =S Arctan( ~ ).
(5) Pour tout n on pose n n; e an(n>

(a) Soit n € N*. En appliquant le théoréme des accroissements finis, montrer que :

(Vk € {1,2,...,n)): f(i) —f(lC;l) < ;Arctan(i) < f(k;Ll) —f(i).

(b) En déduire que : (Vn e N*); f(1) — f(0) < S, < f(l + i) — f<711>, puis montrer que

la suite (Sy,)nen+ est convergente en déterminant sa limite.

EXERCICE 23 \

Cosinus hyperbolique - Sommes de Riemann - Encadrements

Partie |

et +e "
2

(1) Montrer que f est strictement croissante sur RT.

(2) Vérifier que : (Vz € RY); (f(2))? — (f'(z))* = 1.
n—1

(3) Pour tout n € N*, on pose : S,, = ZMkMkH, ou My, est le point de (C¢) de coordonnées
k=0

Soit f la fonction définie sur R* par : f(x) =
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<k;f<k>), avec k € {0,1,2,...,n}.
n n
E+1

k
(a) Montrer que pour tout k € {0,1,2,...,n — 1}, il existe ¢; € ] s R [ tel que :
E+1 k 1
()1 (5) Lyt
n n n
1
(b) Justifier que : (Vk €{0,1,2,...,n—1}); MMy = nf(ck).

. . " 15~ (k
(4) (a) En déduire que : (Vn € N*) Zf( >§Sn§n;f<n>'

(b) Justifier que la suite (S,,)nen+ est convergente et déterminer sa limite.

Partie ll
- 1
Pour tout n € N*, on pose : T, = —n.
oo T =31 )
22
(1) Montrer que : (Vx € R); f(z) > 1+ -
(2) (a) Montrer que : (Vo € [0;1]); f(z) <1+ 2%
2

(b) En déduire que : (Vx € [0;1]); f(z) <1+ = + A

n n n

1 1 1 1 1 1
3 Mont D (VneNY); Y <T<§ §7
(3) (a) Montrer que : (Vn ) 2k:1n—|—k‘_ 2 n+k‘ 1(n—|—k:)2
(b) En déduire que la suite (T),),en+ est convergente en précisant la valeur de sa limite.

CALCUL INTEGRAL ET FONCTIONS DEFINIES PAR UNE INTEGRALE

RAPPEL DE COURS

v(x)
Si f est continue sur un intervalle I et si u,v sont dérivables a valeurs dans I, alors z +— / f(t)dt est

dérivable et sa dérivée vaut v'(x) f(v(z)) — u/(z) f (u(z)).

EXERCICE 24

Intégration par parties - Sommes de Riemann

1
(1) Calculer I'intégrale suivante : [ = / In?(1 4+ t) dt.
0
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(2) Montrer que : (¥(z,y) € [0;1]%);
(3) Soit a € [0;1] et n € N*. On pose :

1n—1 B it ln—l k
=—) In?(1 t —up— =) In?(14+2).
Unp, nZn(—{— " ) e Up = Up nkzon<+n>

k=0

In?(1 + z) 71n2(1+y)‘ <2z —y.

2
e Montrer que : (Vn € N*); |v,| < —, puis calculer la limite de la suite (up)nen+-
n

EXERCICE 25 \

Argument sinus hyperbolique - Aire et volume de révolution

Soit f la fonction définie par : f(x) = In (:L’ +V1+ ac2>. On note (Cy) sa courbe représentative
dans un repere orthonormé (0,7, 7) (unité : 1 cm).

(1) Vérifier que Dy = R, puis montrer que la fonction f est impaire.
(2) Etudier la branche infinie de la courbe (C;) au voisinage de +oc.

1
VIta?

(4) Dresser le tableau de variations de f, puis étudier la concavité de la courbe (Cy).

(3) Montrer que f est dérivable sur R et que : (Vo € R); f/(x) =

(5) Montrer que f est une bijection de R vers R, puis construire les courbes (Cy) et (C f71) dans le
repere (O,7,7).

(6) Calculer I'aire de la portion du plan délimitée par les deux courbes (Cy) et (Cy-1) sur I'intervalle
[0;1].

(7) Calculer le volume du solide engendré par la rotation de la courbe (Cy) autour de 'axe (Ox)
d’un tour complet sur l'intervalle [0;1].

EXERCICE 26 )

Fonction = — fj' f;—g")dt - Parité - Encadrements

Partie |
Soit f la fonction définie sur R** par : f(¢) = In(1 + ¢).

Partie Il

Soient (un)nen+ €t (vn)nen+ les deux suites définies par :

1 - 1 .
un:ZTH_k et vn:Zf(n—{—k)’ pour tout n de N*.
k=1 k=1

(1) Montrer que la suite (u,)pen+ est convergente et que sa limite vaut In(2).

1 1
(2) Montrer que : (Vt € R*T); 1 — §t2 < f'(t) < 1, puis en déduire que : (Vt € R*T); ¢ — 6163 <
ft) <t

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 22 if-ﬁ”



Polycopié Il — Analyse Il Partie VI - Calcul intégral

(3) Montrer que : (Vn € N*); wu, (1 ) < v < Uy, puis en déduire la limite de la suite

~ 6n2
(vn)nEN* .
Partie Il
Soit F' la fonction définie par :

_ 295@

F(0) =1n(2) et F(x) 2

dt six#D0.

xT

(1) Vérifier que Dp = R, puis montrer que la fonction F est paire.
1
(2) Montrer que : (Vo € R*T); —sz +In2 < F(z) <In2.

(3) Etudier la continuité et la dérivabilité de F en 0.

(4) Montrer que : (Vo € R*"); ‘702(? < F(z) < f(;:)

(5) En déduire la nature de la branche infinie de (Cr) au voisinage de +oo.

f(2z) —2f(x)

222

(6) Montrer que F est dérivable sur R* et que : (Vo € R*"); F/(z) =

(7) Montrer que : (Vo € R*); f(2z) — 2f(z) < 0.

(8) Construire la courbe (Cp) dans un repeére orthonormé (0,7, 7).

Indication. Pour la question II1.7), on pourra utiliser la monotonie de la fonction dérivée f’.

EXERCICE 27 N

eVZ_1

Fonction x — o

- Fonction définie par une primitive

Partie |

On considére la fonction f définie sur RT par :

v — 1l
Vo e RY); =2 .
(Ve eRT); flo)= 72—

(1) Calculer xEToof(“T)

(2) (a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f & droite en 0.

(b) Montrer que f est strictement croissante sur RY.

(3) Construire la courbe (Cy) dans un repere orthonormé (0,7, 7).

(4) Vérifier que f admet une primitive F' sur RT.

Partie ll
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Soit G la fonction définie sur R par :

GO)=0 e Gx)= P -FE@) oo

T

(1) Montrer que : (Vz € R*); 3z f(2?) < G(z) < 3z f(42?).

(2) Etudier la continuité et la dérivabilité de G' & droite en 0.

(3) Calculer chacune des limites suivantes : lim G(z), lim Glz) et lim (G(z)— 3z).
T—+00 r—+o0o I T—+00

(4) (a) Montrer que : (Vz € R*"); G'(z) = 8f(4a?) — 2f (2?) — G;x)

(b) En déduire que G est strictement croissante sur R+,

(5) (a) Montrer que : (Vo € R*") (Jc €]w;2x]); G(z) =2¢ f(?).

. c 3
(b) Montrer que : J:EI—POO ==

EXERCICE 28 ~

Réciproque - Aire - Suite d'intégrales [." [0 (¢)]" dt

Partie |

On considere la fonction f définie sur I'intervalle I = } —g; g [ par : f(z) = —In(l +sinz).

(1) (a) Dresser le tableau de variations de f.

(b) Montrer que f admet une fonction réciproque définie sur un intervalle J que 1'on déter-
minera.

(c) Montrer que f~! est dérivable sur .J, puis calculer ( f _1), (z) pour tout = € J.
-1
2e — 1
(a) Dresser le tableau de variations de ¢, puis construire la courbe (C,) dans un repere or-
thonormé (0,7, 7).

(2) Soit ¢ la fonction définie sur I'intervalle | — In 2; +oo[ par : p(z) =

(b) Calculer I'aire de la portion du plan délimitée par (C,), 'axe (Ox) et les droites d’équations
r=0etx=1In2

Partie Il

Soit n € N*. Pour tout = € [0;400[, on pose : Gn(z) = / [e()]" dt.
0

(1) (a) Calculer G1(x) en fonction de f~!(z), puis en déduire que : lim Gi(z) = ——.

T—+00

po |

(b) Pour tout ¢t €] —In2; 400, on pose : h(t) =In(2 — e~*). Montrer que h/(t) = [(t)]?, puis
calculer Ga(x) pour tout x € [0; +00[ et en déduire lirJJrrl Ga(x).
T—>+00

(2) (a) Etablir que : (V£ € [0;+00]); —e™2 < o(t) < 0.

(b) Soit = € [0;+00[. Montrer que : (Vn € N*); |G, (z)| < %
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(c) En déduire, pour tout = € [0; +00[, la limite lim G,(x).

n—-+o0o
(3) (a) Montrer que : (Vt € [0;+00]); @(t) + [p(t)]* = —2¢'(t).
(b) En déduire que pour tout = € [0; +o00[ et tout n € N* :

Gn(2) + Gnsale) = 2 ([p(@)]" — (-1)").

PROBLEMES DE SYNTHESE

EXERCICE 29

Probléme complet - Etude, suite récurrente, primitive, produit

Partie |
Soit g la fonction définie sur ]0; +-o00[ par : g(z) = =1 — x4+ xIn(x).
(1) Dresser le tableau de variations de g (le calcul des limites n’est pas demandé).

(2) En déduire que : (Vz €]0;400[); 1+ zln(x) > z.

Partie Il

Soit f la fonction définie sur [0; 00| par :

1

fO)=1 et f(ﬂﬁ):m

six > 0.

(1) Déterminer lirf f(z) puis interpréter géométriquement le résultat.
T—+00
(2) Montrer que f est continue & droite en 0.

(3) (a) Etudier la dérivabilité de f & droite en 0 et interpréter le résultat obtenu géométriquement.

(b) Montrer que f est dérivable sur ]0; 4o00[ et que :

(Vz €]0;+00]);  f'(z) = —

(1+ In(z))
(1+ zIn(z))*

(c) Dresser le tableau de variations de f en justifiant la réponse.

(4) Construire la courbe (Cy) dans un repere orthonormé (0,7, 7).

Partie Ill

Soit (un)nen la suite définie par :

uy = et (Vn € N); upt1 = up - fuy) .

A N | —

(1) Montrer que : (Yn € N); 0 < up, < 1.
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(2) (a) Etudier la monotonie de la suite (un)nen, puis en déduire qu’elle est convergente.

(b) Déterminer lim w, en justifiant soigneusement la réponse.
n—-+oo
n—1
(3) Pour tout n € N*, on pose : V,, = H (7
k=0

1
e Montrer que : (Vn € N*); In(V,,) = —2 + —. Puis en déduire lim V.

Unp, n—-+00
Partie IV
Soit F' la primitive de f sur [0; +oo[ qui vérifie F((1) = 0.
1 1
1 érifi : >1); —————= < < —
(1) (a) Vérifier que : (Vo > 1); A+ n(@) = f(z) < .

(b) En déduire que : (Vx> 1); In(1 + In(z)) < F(z) < In(x).

F
(c) Déterminer lim F(z)et lim (x)

T—+00 T—+00 X

(2) Pour tout = € [1;4+o0[, on pose : G(x) =z — F(x).
(a) Montrer que G est une bijection de I'intervalle [1; 4o00[ vers lui-méme.

(b) En déduire que pour tout n € N*, ’équation G(z) = n admet une unique solution «,, dans

[1; +o0.
o
(c) Montrer que : (Vn € N*); a, > n. Puis déterminer lim «, et lim —".
n—-+oo n—+oo N
\
Probléme complet - 1““77“”), primitive, suites et moyennes
Partie |
Soit g la fonction définie sur R* par : g(z) =z — (1 + ) In(1 + z).
(1) Montrer que g est strictement décroissante sur RT.
(2) En déduire que : (Vz € R*T); g(z) < 0.
Partie ll
On consideére la fonction f définie sur RT par :
In(1+=x .
f(0)=1 et f(m):g six > 0.
x

(1) Montrer que f est continue sur R*.

(2) Calculer lirf f(z), puis interpréter graphiquement le résultat.
T—r+00

g(x)

x2(1+x)
(b) Dresser le tableau de variations de f en justifiant la réponse.

(3) (a) Montrer que : (Vo € R*"); f/(z) =
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1
(4) (a) Justifier que : (Vx € R"); 1—$§r§1—x+x2.
x

2 2 $3

b) En déduire que : (Vz € RT ;x—x—glnl—i—x Sm—x——k—.
2 2 3

(c) Montrer que f est dérivable & droite en 0 et préciser f}(0).

(5) Construire la courbe (Cy) dans un repere orthonormé (0,7, 7).

Partie lll
Soit F' la fonction définie sur RT par : F(z) = G(2x) — G(x), out G est une primitive de f sur
RT.
(1) Montrer que F' est dérivable sur R et que :

Fj(0)=1 et (Vo € R*); F'(z) = In(1+ 21‘); In(1 + x)

(2) (a) Montrer que : (Vz € R*"); z f(2z) < F(z) < z f(z).

F(x

lil}rl (7, puis en déduire que (Cr) admet au voisinage de +00
—+00 e

une branche parabolique dont on déterminera la direction.

(b) Calculer IETOOF(x) et

(3) Dresser le tableau de variations de F' en justifiant la réponse.

(4) Construire la courbe (Cr) dans un repere orthonormé.

Partie IV
Soit (up)nen la suite définie par : ug =1 et (Vn € N); upt1 = In(1 + uyp).
(1) Montrer que : (Vn € N); 0 < u, < 1.
(2) Justifier que la suite (uy,)nen est décroissante, puis qu’elle est convergente.

(3) Montrer que : ngrfoo up = 0.

—1

1n
4) Pour tout n € N*, on pose : S, = — .
(4) Pour tout n np n ”gOUk

a) Montrer que la suite (S),)nen+ est décroissante, puis en déduire qu’elle est convergente.
q € p q g

S
(b) Montrer que pour tout n € N*, on a : u, < S, et Sz, < %
(c¢) Montrer que : ngrﬁ)o S, = 0.
(5) Pour tout n € N, on pose : V,, = nu,. On admet que :
1 3 1 1 1
V 0:1]); -y < —,
(1136]’])’ 2 ]_633_11’1(1_}_:5) =3
16 (1 —
() Montrer que = (¥n € N'); 2(1— ) < V; < 120 1)
- n

(b) En déduire que la suite (V,,)nen est convergente en précisant sa limite.
(6) (a) Soit x €]0;1]. Montrer qu’il existe ¢ € ]0; z[ telle que :
1 1 €

n(l+z) =z 2c—g(c)
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3 <
167 =

| =

(b) En déduire que : (Vz €]0;1]);
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