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Polycopié I Analyse I Avant-propos

Avant-propos

Ce polycopié rassemble trente exercices et problèmes d’analyse, sélectionnés dans une base
de sujets de devoirs et d’examens blancs. Les énoncés couvrent l’intégralité du programme
d’Analyse I : limites et continuité, dérivabilité et théorème des accroissements finis, fonctions
réciproques, fonction Arctan, suites numériques et primitives.

Les exercices sont regroupés en sept parties thématiques, de difficulté croissante à l’intérieur
de chaque partie. Les trois dernières parties proposent des problèmes longs, de structure iden-
tique à celle des épreuves de l’examen national.

La plus grande partie des exercices de ce polycopié a été extraite des anciens devoirs surveillés du pro-
fesseur Abdellah Belkhatir � }ï z�

y�Ç |Ƒ ا� ¥ � |×� yد� z��
ٔ
Ʈ«ا , que nous remercions vivement.
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I Limites, continuité et étude de fonctions
Exercices 1 à 6
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II Théorème des accroissements finis et
théorème de Rolle
Exercices 7 à 10
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III Fonctions réciproques
Exercices 11 à 15
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IV
La fonction Arctangente
Exercices 16 à 19
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V Suites numériques
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VII Problèmes de synthèse
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Polycopié I Analyse I Partie I – Limites, continuité et étude de fonctions

ILIMITES, CONTINUITÉ ET ÉTUDE DE FONCTIONS

EXERCICE 1

Encadrement · Dérivabilité en un point

Soit f la fonction définie sur R par :

f(0) =
1

2
et f(x) =

1− cos(x)
x2

si x 6= 0.

(1) (a) Montrer que : (∀x ∈ R); cos(x) ≥ 1− x2

2
.

(b) En déduire que : (∀x ∈ R); cos(x) ≤ 1− x2

2
+

x4

24
.

(2) Montrer que f est dérivable en 0 et préciser f ′(0).

(3) Soit F une fonction dérivable sur R telle que :

F (0) = 0 et (∀x ∈ R); F ′(x) = f(x).

Montrer que F est impaire.

EXERCICE 2

Racines · Fonction réciproque

Soit f la fonction définie sur R+ par : f(x) =
√
x− 3

√
x.

(1) (a) Calculer lim
x→+∞

f(x).

(b) Montrer que f est continue sur R+.

(2) (a) f est-elle dérivable à droite en 0 ? Interpréter géométriquement le résultat.

(b) Montrer que f est dérivable sur R∗+ et que : (∀x ∈ R∗+); f ′(x) =
3 6
√
x− 2

6
6
√
x4

.

(c) Dresser le tableau de variations complet de f .

(3) Soit g la restriction de f à l’intervalle I =

[
64

729
;+∞

[
.

(a) Montrer que g admet une fonction réciproque g−1 définie sur J =

[
−4

27
;+∞

[
.

(b) Montrer que : (∀x ∈ J); g−1(x) > x2. Puis en déduire lim
x→+∞

g−1(x)

x
.

EXERCICE 3

Asymptote oblique · Symétrie · Discussion graphique

Pour bien se préparer à l’examen national • © Prof. Saad Choukri 5 z¥�
y

Åĺăا



Polycopié I Analyse I Partie I – Limites, continuité et étude de fonctions

On considère la fonction f définie par :f(x) = x

√
1− 2

x
si x 6= 0,

f(0) = 0.

(1) (a) Déterminer Df .
(b) Calculer lim

x→+∞
f(x) et lim

x→−∞
f(x).

(2) (a) Montrer que f est continue à gauche en x0 = 0.
(b) Étudier la dérivabilité de f à gauche en x0 = 0 et interpréter géométriquement le résultat

obtenu.
(c) Étudier la dérivabilité de f à droite en x0 = 2 et interpréter géométriquement le résultat

obtenu.

(3) (a) Montrer que f est dérivable sur chacun des intervalles ]−∞; 0[ et ]2;+∞[ et que :

(∀x ∈ ]−∞; 0[∪ ]2;+∞[) ; f ′(x) =
x− 1

x

√
1− 2

x

.

(b) Dresser le tableau de variations de f en justifiant la réponse.

(4) (a) Montrer que (Cf ) admet aux voisinages de +∞ et de −∞ une asymptote oblique (∆)
d’équation y = x− 1.

(b) Étudier la position relative de (Cf ) et (∆).

(5) (a) Construire (Cf ) dans un repère orthonormé (O, ı⃗, ȷ⃗ ).
(b) Montrer que (Cf ) est symétrique par rapport au point Ω(1; 0).
(c) Déterminer graphiquement, suivant les valeurs du paramètre réel m, le nombre de solutions

de l’équation (E) : f(x) = mx− 1.

(6) Soit g la restriction de f à l’intervalle I = [2;+∞[.
(a) Montrer que g admet une fonction réciproque g−1 définie sur J = [0;+∞[.
(b) Construire la courbe

(
Cg−1

)
dans le repère (O, ı⃗, ȷ⃗ ).

EXERCICE 4

Branche parabolique · Racine cubique

On considère la fonction f définie par : f(x) = x− 1 + 3 3
√
1− x.

(1) (a) Déterminer Df puis calculer lim
x→−∞

f(x).

(b) Montrer que (Cf ) admet au voisinage de −∞ une branche parabolique de direction la
droite (∆) d’équation y = x.

(2) (a) Étudier la dérivabilité de f à gauche en x0 = 1 puis donner une interprétation géométrique
du résultat obtenu.
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Polycopié I Analyse I Partie I – Limites, continuité et étude de fonctions

(b) Montrer que f est dérivable sur ]−∞; 1[ et que :

(∀x ∈ ]−∞; 1[); f ′(x) =
1 + 3

√
1− x

3
√

(1− x)2
·
(

3
√
1− x− 1

)
.

(c) Dresser le tableau de variations complet de f en justifiant la réponse.

(3) (a) Déterminer les points d’intersection de (Cf ) avec l’axe (Ox).
(b) Construire (Cf ) dans un repère orthonormé (O, ı⃗, ȷ⃗ ).

(4) Soit g la restriction de f à l’intervalle I = ]−∞; 0].
(a) Montrer que g admet une fonction réciproque g−1 définie sur J = ]−∞; 2].
(b) Construire la courbe

(
Cg−1

)
dans le repère (O, ı⃗, ȷ⃗ ).

(c) Montrer que g−1 est dérivable en x0 = 0 et préciser
(
g−1
)′
(0).

EXERCICE 5

Étude complète · Suite récurrente · Somme télescopique

On considère la fonction f définie sur R par : f(x) = x+ 3−
√
x2 + 5.

(1) Justifier que lim
x→+∞

f(x) = 3, puis interpréter géométriquement ce résultat.

(2) (a) Vérifier que lim
x→−∞

f(x) = −∞.

(b) Montrer que (Cf ) admet au voisinage de −∞ une asymptote oblique (∆) d’équation y =
2x+ 3.

(3) Montrer que (Cf ) coupe l’axe (Ox) en un seul point que l’on déterminera.

(4) (a) Montrer que : (∀x ∈ R); f ′(x) =

√
x2 + 5− x√
x2 + 5

.

(b) En déduire que f est strictement croissante sur R, puis dresser son tableau de variations
complet.

(c) Écrire l’équation de la tangente (T ) à (Cf ) au point d’abscisse x0 =
−2

3
.

(5) (a) Montrer que : (∀x ∈ R); f(x)− x =
4− x2

3 +
√
x2 + 5

.

(b) Résoudre dans R l’équation f(x) = x, puis étudier la position relative de (Cf ) par rapport
à la droite (D) : y = x.

(6) Construire (Cf ) dans un repère orthonormé (O, ı⃗, ȷ⃗ ).

(7) (a) Montrer que f admet une fonction réciproque f−1 définie sur un intervalle J que l’on
déterminera.

(b) Montrer que f−1 est dérivable en x0 = 0 et préciser
(
f−1

)′
(0).

(c) Construire
(
Cf−1

)
dans le repère (O, ı⃗, ȷ⃗ ).

(8) On considère la suite (un)n∈N définie par : u0 = 1 et (∀n ∈ N); un+1 = f(un).
(a) Montrer par récurrence que : (∀n ∈ N); 1 ≤ un < 2.
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Polycopié I Analyse I Partie II – Accroissements finis et théorème de Rolle

(b) Étudier la monotonie de (un)n∈N, puis en déduire qu’elle est convergente.
(c) Déterminer la limite de (un)n∈N en justifiant soigneusement la réponse.

(9) Pour tout n ∈ N∗, on pose : Sn = 3n−
n−1∑
k=0

√
u2k + 5.

• Exprimer Sn en fonction de un pour tout n ∈ N∗, puis en déduire lim
n→+∞

Sn.

EXERCICE 6

Théorème des valeurs intermédiaires · Équations paramétrées

(1) On considère l’équation (F1) : x3 − 3λ2x+ 2 = 0, où λ ∈ R∗+.
• Discuter, suivant les valeurs de λ, le nombre de solutions de l’équation (F1) dans l’intervalle

]0; 2λ[.

(2) On considère l’équation (F2) : x3 − 3λx2 − 3x+ λ = 0, où λ ∈ R.
• Discuter, suivant les valeurs du paramètre réel λ, le nombre de solutions de l’équation (F2)

dans l’intervalle ]0; 1[.

Indication. Étudier dans chaque cas les variations du polynôme sur l’intervalle considéré, puis appliquer
le théorème des valeurs intermédiaires à chaque intervalle de monotonie.

IITHÉORÈME DES ACCROISSEMENTS FINIS ET THÉORÈME DE ROLLE

EXERCICE 7

Vrai ou faux · Inégalité des accroissements finis

Soit f une fonction dérivable et strictement croissante sur [−1; 2] vérifiant :

(∀x ∈ ]− 1; 2[); f ′(x) ≤ 1

2
.

• Répondre par vrai ou faux en justifiant :

(i) (∃α ∈ ]− 1; 2[) ; 3f ′(α)− f(2) + f(1) = 0.

(ii) f−1 est dérivable en β = f(α) et
(
f−1

)′
(β) =

3

f(2)− f(−1)
.

(iii) (∀x ∈ [−1; 2]) ; |f(x)− f(0)| ≤ 1

2
|x|.

(iv) On suppose de plus que f(−1) = 0 et f(2) = 1 ; alors l’équation (E) : f(x) = x admet une
solution unique λ ∈ ]− 1; 2[.
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Polycopié I Analyse I Partie II – Accroissements finis et théorème de Rolle

EXERCICE 8

Suites adjacentes · T.A.F. appliqué àArctan

On considère les suites (an)n∈N et (bn)n∈N définies par :

an =

(
n∑

k=0

1

1 + k2

)
− arctan(n+ 1) et bn =

(
n∑

k=0

1

1 + k2

)
− arctan(n).

(1) Soit k ∈ N∗. En utilisant le théorème des accroissements finis, montrer que :

arctan(k + 1)− arctan(k) <
1

1 + k2
< arctan(k)− arctan(k − 1).

(2) Montrer que les suites (an)n∈N et (bn)n∈N sont adjacentes.

EXERCICE 9

T.A.F. · Asymptote oblique · Primitive

On considère la fonction f définie sur R par :

f(0) = 0 et f(x) = x2 arctan
(
1

x

)
si x 6= 0.

(1) (a) Calculer lim
x→+∞

f(x).

(b) Justifier que f est impaire.

(2) f est-elle dérivable en 0 ? Interpréter graphiquement le résultat.

(3) (a) Soit x ∈ R∗+. En appliquant le théorème des accroissements finis à la fonction g définie
par g(t) = arctan

(√
t
)
−
√
t, montrer que :(
∃ c ∈

]
0;

1

x2

[)
; f(x)− x =

−
√
c

2(1 + c)
.

(b) En déduire que (Cf ) admet au voisinage de +∞ une asymptote oblique (∆) d’équation
y = x.

(c) Justifier que (Cf ) est au-dessous de (∆) sur ]0;+∞[.

(4) (a) Montrer que : (∀t ∈ ]0;+∞[) ; arctan(t)− t

1 + t2
> 0.

(b) Calculer f ′(x) pour tout x ∈ R∗+, puis en déduire que f est strictement croissante sur
R+.

(5) Construire (Cf ) dans un repère orthonormé (O, ı⃗, ȷ⃗ ).

(6) (a) Justifier que f admet une fonction réciproque f−1 définie sur R.
(b) Construire le graphe

(
Cf−1

)
dans le repère (O, ı⃗, ȷ⃗ ).

(7) Soit F une fonction dérivable sur R telle que : F (0) = 0 et (∀x ∈ R); F ′(x) = f(x).
(a) Montrer que F est paire.
(b) Prouver que lim

x→+∞
F (x) = +∞.
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Polycopié I Analyse I Partie II – Accroissements finis et théorème de Rolle

(c) Dresser le tableau de variations de F sur R en justifiant la réponse.

Indication. Pour la question 7)b), on pourra utiliser le résultat suivant : si une fonction V est croissante
et majorée sur un intervalle de la forme ]a; +∞[, alors lim

x→+∞
V (x) = L, où L ∈ R.

EXERCICE 10

Théorème de Rolle · Encadrement deArctan

Partie I

Soit g la fonction définie sur R+ par :

g(x) = (arctan(x))2 − x2

1 + x2
.

(1) Montrer que : (∀x ∈ R+) ; g′(x) =
2

1 + x2
×
(

arctan(x)− x

1 + x2

)
.

(2) (a) Soit x ∈ R∗+. En appliquant le théorème de Rolle, montrer qu’il existe c ∈ ]0;x[ telle que
:

x− arctan(x)
x2 arctan(x) =

c

c+ 2 (1 + c2) arctan(c) .

(b) En déduire que : lim
x→0+

x− arctan(x)
x2 arctan(x) =

1

3
.

(3) (a) Montrer que : (∀x ∈ R∗+) ;
x

1 + x2
< arctan(x) < x.

(b) En déduire que (∀x ∈ R∗+) ; g(x) > 0. Puis calculer lim
x→0+

x− arctan(x)
x arctan(x) .

Partie II

On considère la fonction f définie sur R par :

f(0) = 0 et f(x) =
1

arctan(x) −
1

x
si x 6= 0.

(1) (a) Justifier que f est impaire.
(b) Calculer lim

x→+∞
f(x). Puis interpréter graphiquement le résultat.

(2) f est-elle dérivable en 0 ? Interpréter le résultat graphiquement.

(3) (a) Montrer que : (∀x ∈ R∗+) ; f ′(x) =
g(x)

(x arctan(x))2
.

(b) Dresser le tableau de variations complet de f en justifiant la réponse.

(4) Construire (Cf ) dans un repère orthonormé (O, ı⃗, ȷ⃗ ) en précisant la tangente à (Cf ) au point
d’abscisse 0.

(5) (a) Justifier que f admet une fonction réciproque f−1 définie sur un intervalle J que l’on
déterminera.

(b) Montrer que f−1 est dérivable en 0 et préciser
(
f−1

)′
(0).
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Polycopié I Analyse I Partie III – Fonctions réciproques

IIIFONCTIONS RÉCIPROQUES

RAPPEL DE COURS

Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors f réalise une bijection de I vers
J = f(I). De plus, si f est dérivable en x0 ∈ I et f ′(x0) 6= 0, alors f−1 est dérivable en y0 = f(x0) et(
f−1

)′
(y0) =

1

f ′(f−1(y0))
.

EXERCICE 11

Réciproque d’une fonction trigonométrique · Encadrement

Soit f la fonction définie sur I =
[π
2
;π
]

par : f(x) = 1 + 3 cos2(x).

(1) Montrer que f admet une fonction réciproque f−1 définie sur un intervalle J que l’on déter-
minera.

(2) (a) Justifier que f−1 est dérivable sur l’intervalle ]1; 4[ et que :

(∀x ∈ ]1; 4[) ;
(
f−1

)′
(x) =

1

2
√
−x2 + 5x− 4

.

(b) Montrer que :
(
∀x ∈

]
7

4
;
13

4

[)
;
1

3
<
(
f−1

)′
(x) <

2

3
.

(3) (a) Calculer f

(
2π

3

)
et f

(
5π

6

)
.

(b) Montrer que l’équation f−1(x) = x admet une seule solution α dans
]
7

4
;
13

4

[
.

(4) Montrer que :
(
∀x ∈

]
α;

13

4

[)
;
1

3
(x+ 2α) < f−1(x) <

2

3
(2x+ α).

EXERCICE 12

Réciproque de x 7→ 1/ cosx

Soit f la fonction définie sur I =
[
0;

π

2

[
par : f(x) =

1

cos(x) .

(1) Montrer que f admet une fonction réciproque f−1 définie sur un intervalle J que l’on précisera.

(2) Justifier que pour tout x ∈ J , on a :

cos
(
f−1(x)

)
=

1

x
et sin

(
f−1(x)

)
=

√
1− 1

x2
.

(3) Montrer que f−1 est dérivable sur l’intervalle ]1;+∞[ et que :

(∀x ∈ ]1;+∞[) ;
(
f−1

)′
(x) =

1

x
√
x2 − 1

.
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EXERCICE 13

Fonction arccos · Formule de triplication

Soit f la fonction définie sur l’intervalle [0;π] par : f(x) = cosx.
(1) Montrer que f admet une fonction réciproque f−1 et déterminer Df−1 .

(2) On considère la fonction φ définie par : φ(x) = f−1
(
4x3 − 3x

)
.

(a) Déterminer Dφ (l’ensemble de définition de φ).

(b) Montrer que :
(
∀x ∈

[
−1

2
;
1

2

])
; φ(x) = 2π − 3f−1(x).

(c) Exprimer φ(x) en fonction de f−1(x) sur chacun des intervalles
[
−1;−1

2

]
et
[
1

2
; 1

]
.

Indication. On pourra utiliser la formule trigonométrique : cos(3α) = 4 cos3 α− 3 cosα.

EXERCICE 14

Prolongement par continuité · Réciproque explicite

Soit f la fonction définie par : f(x) = Arctan
(

x√
x− 1

)
.

(1) (a) Déterminer Df , puis calculer lim
x→+∞

f(x).

(b) Montrer que f est continue sur chaque intervalle inclus dans Df .
(c) La fonction f admet-elle un prolongement par continuité en x0 = 1 ? Justifier la réponse.

(2) Pour tout x de Df , on pose : u(x) =
x√
x− 1

.

• Étudier les variations de la fonction u sur Df , puis en déduire les variations de f sur Df .

(3) Soit φ la restriction de la fonction f à l’intervalle I = [0; 1[.
(a) Montrer que φ admet une fonction réciproque φ−1 définie sur un intervalle J que l’on

déterminera.
(b) Calculer φ−1(x) pour tout x de J .

EXERCICE 15

Réciproque · T.A.F. · Moyenne de Cesàro

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x+
√
x2 + 1.

(1) (a) Justifier que f est dérivable sur R et que : (∀x ∈ R); f ′(x) =
f(x)

f(x)− x
.

(b) Montrer que f admet une fonction réciproque f−1 définie sur ]0;+∞[.

(2) Pour tout x ∈ ]0;+∞[, on pose : g(x) = x · f−1(x).
(a) Montrer que g est dérivable sur ]0;+∞[ et que : (∀x ∈ ]0;+∞[) ; g′(x) = x.
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Polycopié I Analyse I Partie IV – La fonction Arctangente

(b) Déterminer g(x) en fonction de x pour tout x ∈ ]0;+∞[.

(c) En déduire que : (∀x ∈ ]0;+∞[) ; f−1(x) =
1

2

(
x− 1

x

)
.

(3) Pour tout n ∈ N, on pose : Sn =
1

n+ 1

n∑
k=0

f ′(k).

(a) Montrer que : (∀x ∈ R); f ′(x) ≤ f(x+ 1)− f(x) ≤ f ′(x+ 1).

(b) En déduire que : (∀n ∈ N);
f(n)

n+ 1
≤ Sn ≤ f(n+ 1)− 1

n+ 1
.

(c) Déterminer lim
n→+∞

Sn en justifiant la réponse.

IVLA FONCTION ARCTANGENTE

EXERCICE 16

Bijection · Formule de tan(3α)

Soit f la fonction définie sur l’intervalle I =

]
−
√
3

3
;

√
3

3

[
par :

f(x) =
x3 − 3x

3x2 − 1
.

(1) Montrer que f est une bijection de l’intervalle I vers un intervalle J que l’on déterminera.

(2) Calculer f−1(x) pour tout x de J .

Indication. On pourra utiliser la formule trigonométrique : tan(3α) = tan3 α− 3 tanα

3 tan2 α− 1
.

EXERCICE 17

Changement de variable t = Arctanx

On considère la fonction f définie sur R par :

f(x) =
(√

1 + x2 + x
)

Arctan
(√

1 + x2 − x
)
.

(1) Calculer les limites : lim
x→+∞

f(x) et lim
x→−∞

f(x).

(2) Montrer que f est continue sur R.
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Polycopié I Analyse I Partie IV – La fonction Arctangente

(3) On pose t = Arctan(x). Montrer que :

f(x) =
π − 2t

4 tan
(
π

4
− t

2

) .

Indication. On pourra écrire f sous la forme d’une composée de deux fonctions continues, puis vérifier
que

√
1 + x2 − x = tan

(
π

4
− t

2

)
.

EXERCICE 18

Équation faisant intervenirArctan

On considère dans R l’équation :

(G) : Arctan(x− 1) = Arctan
(
1

x

)
+ Arctan

(
19

8

)
.

Soit f la fonction définie sur R∗ par : f(x) = Arctan(x− 1)− Arctan
(
1

x

)
.

(1) Calculer les limites : lim
x→+∞

f(x) et lim
x→−∞

f(x).

(2) La fonction f admet-elle un prolongement par continuité en 0 ? Justifier la réponse.

(3) Déterminer f(]0;+∞[) et f(]−∞; 0[).

(4) (a) Montrer que l’équation (G) admet une solution unique appartenant à l’intervalle ]1;+∞[.
(b) Déterminer la solution de l’équation (G).

EXERCICE 19

Famille de fonctions · Bijections · Suite implicite

On considère la fonction fn définie par :

fn(x) = 2Arctan
(

xn

1 +
√
1 + x2n

)
.

Partie I

(1) Montrer que : (∀x ∈ R); ∃!α ∈
]
−π

2
;
π

2

[
; tanα = xn.

(2) Montrer que : (∀x ∈ R); fn(x) = Arctan(xn) .

(3) Montrer que fn est strictement croissante sur R+.

(4) On pose gn(x) = fn(x) + x− 1.
(a) Montrer que gn est une bijection de ]0; 1[ vers un intervalle à déterminer.
(b) Montrer que l’équation fn(x) = 1− x admet une unique solution an dans ]0; 1[.
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(c) Montrer que (∀x ∈ ]0; 1[) ; gn+1(x) < gn(x), puis comparer an+1 et an.

Partie II

On considère la fonction f définie sur R par : f(x) = x+ f1(x).
(1) Montrer que f est une bijection de R vers R.

(2) Montrer que f−1 est impaire et que f(a1) = 1.

(3) Montrer que : (∀x ∈ R); ∃!ux ∈ R ; ux + Arctan(ux) =
x√

1 + x2
.

(4) On considère la fonction g : R → R, x 7→ g(x) = ux.
(a) Montrer que g est impaire et que lim

x→+∞
g(x) = a1.

(b) Étudier la monotonie et la continuité de g sur R, et en déduire que g est une bijection de
R vers un intervalle à déterminer.

VSUITES NUMÉRIQUES

EXERCICE 20

Suites adjacentes · Série alternée de Leibniz

Pour tout n ∈ N, on pose :

un =

2n+1∑
k=0

(−1)k

2k + 1
et vn =

2n∑
k=0

(−1)k

2k + 1
.

On désigne par fn la fonction définie sur R par : fn(x) =

n∑
k=0

(−1)k

2k + 1
x2k+1.

(1) (a) Montrer que les suites (un)n∈N et (vn)n∈N sont adjacentes.
(b) Que peut-on conclure sur (un)n∈N et (vn)n∈N ?

(2) (a) Montrer que : (∀x ∈ R); f ′
n(x) =

1

x2 + 1
− (−1)n+1x2n+2

x2 + 1
.

(b) En déduire que : (∀x ∈ [0;+∞[) ; f2n+1(x) ≤ Arctan(x) ≤ f2n(x).

(3) Déterminer, en justifiant la réponse, la limite commune de (un)n∈N et (vn)n∈N.

EXERCICE 21

Suite implicite définie par une équation polynomiale

Pour bien se préparer à l’examen national • © Prof. Saad Choukri 15 z¥�
y

Åĺăا



Polycopié I Analyse I Partie V – Suites numériques

Soit n ≥ 3 un entier naturel. On désigne par fn la fonction définie sur R+ par :

fn(x) = xn + x2 + 2x− 1.

(1) Montrer que l’équation fn(x) = 0 possède une unique solution strictement positive que l’on
notera an.

(2) (a) Montrer que : (∀n ≥ 3); 0 < an <
1

2
.

(b) Montrer que la suite (an)n≥3 est croissante, puis en déduire qu’elle converge vers un réel
L dont on donnera un encadrement.

(3) Montrer que : lim
n→+∞

(an)
n = 0. Puis déterminer la valeur de L.

EXERCICE 22

Suite contractante · Moyenne arithmétique

Partie I

Soit f la fonction définie sur I =

[
3

2
; 2

]
par : f(x) = 1 +

1

x
.

(1) Montrer que : f(I) ⊂ I.

(2) Montrer que l’équation f(x) = x admet une solution unique α dans I que l’on déterminera.

(3) Montrer que : (∀x ∈ I); |f(x)− α| ≤ 4

9
|x− α| .

Partie II

On considère la suite (un)n∈N définie par :

u0 = 2 et (∀n ∈ N); un+1 = f(un).

(1) Justifier que la suite (un)n∈N n’est pas monotone.

(2) Montrer que : (∀n ∈ N); un ∈ I.

(3) (a) Montrer que : (∀n ∈ N); |un+1 − α| ≤ 4

9
|un − α| .

(b) En déduire que (∀n ∈ N); |un − α| ≤
(
4

9

)n

. Puis justifier que (un)n∈N est convergente
en précisant sa limite.

(4) Pour tout n ∈ N∗, on pose : Sn =
1

n

n−1∑
k=0

uk.

• Montrer que : (∀n ∈ N∗) ; |Sn − α| ≤ 9

5n
. Puis en déduire lim

n→+∞
Sn.
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EXERCICE 23

Deux suites implicites · Inégalité de Bernoulli

On considère la fonction fn définie sur R+ par :

fn(x) = xn − nx+ 1, où n ≥ 3 est un entier naturel.

(1) (a) Dresser le tableau de variations de fn sur R+.
(b) Montrer que l’équation fn(x) = 0 possède exactement deux solutions an et bn telles que :

0 < an < 1 < bn.

(2) (a) Montrer que : (∀x ∈ ]0; 1[) ; fn+1(x) < fn(x).

(b) Justifier que la suite (an)n≥3 est strictement décroissante. Puis en déduire qu’elle est
convergente.

(c) Montrer que lim
n→+∞

(an)
n = 0. Puis en déduire lim

n→+∞
an et lim

n→+∞
nan.

(3) (a) Montrer que : (∀n ≥ 3); fn

(
1 +

2√
n

)
> 0.

(b) En déduire que la suite (bn)n≥3 est convergente en précisant sa limite.
(c) Calculer, en justifiant la réponse, lim

n→+∞
3
√
n · (bn − 1).

Indication. Pour la question 3)a), on pourra utiliser l’inégalité de Bernoulli : si a ∈ R∗+, alors
(∀n ≥ 3); (1 + a)n > 1 + na.

EXERCICE 24

Symétrie centrale · Points fixes · Suite récurrente

Partie I

Soit f la fonction définie sur l’intervalle [0; 1] par :

f(x) =

√
x

√
x+

√
1− x

.

On désigne par (Cf ) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O, ı⃗, ȷ⃗ ) (unité : 4 cm).

(1) Montrer que (Cf ) est symétrique par rapport au point Ω

(
1

2
;
1

2

)
.

(2) Étudier la dérivabilité de f à droite en 0, puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.

(3) Montrer que f est strictement croissante sur [0; 1], puis dresser son tableau de variations.

(4) Étudier le signe de f(x)− x sur [0; 1], puis construire la courbe (Cf ).

Partie II
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On considère la suite (un)n∈N définie par :{
u0 ∈ [0; 1]

(∀n ∈ N); un+1 = f(un)

(1) Vérifier que la suite (un)n∈N est bien définie.

(2) Montrer que la suite (un)n∈N est constante si et seulement si u0 ∈
{
0;

1

2
; 1

}
.

(3) On suppose que u0 ∈
]
0;

1

2

[
. Étudier la monotonie de (un)n∈N, puis en déduire qu’elle est

convergente et déterminer sa limite.

(4) On suppose que u0 ∈
]
1

2
; 1

[
. Montrer que (un)n∈N est convergente et déterminer sa limite.

EXERCICE 25

Étude complète · Suite contractante · Somme de Cesàro

Partie I

On considère la fonction f définie sur R+ par :

f(x) = 2 arctan
(√

x
)
− x.

(1) (a) Calculer lim
x→+∞

f(x).

(b) Montrer que f est continue sur R+.

(2) (a) Étudier la dérivabilité de f à droite en x0 = 0 et interpréter géométriquement le résultat
obtenu.

(b) Justifier que f est dérivable sur R∗+ et montrer que :(
∀x ∈ R∗+) ; f ′(x) =

g(x)

(x+ 1)
√
x
, où g(x) = 1−

√
x− x

√
x.

(c) Dresser le tableau de variations de f en justifiant la réponse.

(3) (a) Montrer que la droite (D) d’équation y = −x + π est une asymptote oblique à (Cf ) au
voisinage de +∞.

(b) Déterminer la position relative de (Cf ) par rapport à (D).

(4) Construire (Cf ) dans un repère orthonormé (O, ı⃗, ȷ⃗ ). On donne α ≈ 0,45 et f(α) ≈ 0,73, où α
désigne la solution de g(x) = 0.

(5) Montrer que l’équation f(x) = x admet une unique solution β dans
]
1

2
; 1

[
.

Partie II

Soit (un)n∈N la suite définie par :

u0 =
2

3
et (∀n ∈ N); un+1 = f(un).
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(1) Montrer que :
(
∀x ∈

]
1

2
; 1

[)
; |f ′(x)| ≤ 1

2
.

(2) (a) Montrer que : (∀n ∈ N); un ∈
]
1

2
; 1

[
.

(b) Montrer que (∀n ∈ N); |un+1 − β| ≤ 1

2
|un − β|. Puis en déduire que la suite (un)n∈N est

convergente en précisant sa limite.

(3) Pour tout n ∈ N, on pose : Sn =
1

n+ 1

n∑
k=0

uk.

• Montrer que : (∀n ∈ N); |Sn − β| ≤ 2

n+ 1

(
1−

(
1

2

)n+1
)

. Puis en déduire que la suite

(Sn)n∈N est convergente en précisant sa limite.

VIPRIMITIVES ET FONCTIONS DÉFINIES PAR UNE PRIMITIVE

EXERCICE 26

Primitive · Équation fonctionnelle

Soit f la fonction définie sur R∗+ par : f(x) =
x− 1

x
. On désigne par F la primitive de f sur

R∗+ qui vérifie : F (1) = 1.
(1) Montrer que : lim

x→+∞

[
F
(√

x+ 1
)
− F

(√
x
)]

= 0.

(2) Soit G la fonction définie sur R∗+ par : G(x) = x− F (x).
(a) Montrer que : (∀x ∈ [1;+∞[) ; 0 ≤ G(

√
x) ≤

√
x− 1.

(b) Montrer que : (∀x ∈ R∗+) ; G(
√
x) =

1

2
G(x). Puis en déduire lim

x→+∞

G(x)

x
.

EXERCICE 27

Primitive d’une fonction sans expression explicite · T.A.F.

Partie I

Soit f la fonction définie sur R par :

f(t) =
1√

t4 + t2 + 1
.

(1) Dresser le tableau de variations complet de f .

(2) Justifier que f admet sur R une primitive unique F vérifiant : F (0) = 0.
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(3) Montrer que F est impaire.

Partie II

On considère la fonction G définie sur R par : G(x) = F (2x)− F (x).
(1) Étudier la parité de G.

(2) (a) Montrer que G est dérivable sur R, puis calculer G′(x) pour tout x ∈ R.

(b) En déduire la monotonie de G sur chacun des intervalles
[
0;

√
2

2

]
et
[√

2

2
;+∞

[
.

(3) (a) En utilisant le théorème des accroissements finis, montrer que :(
∀x ∈ R∗+) ; x√

16x4 + 4x2 + 1
< G(x) <

x√
x4 + x2 + 1

.

(b) En déduire lim
x→+∞

G(x). Puis interpréter géométriquement le résultat.

(4) Montrer que : (∀x ∈ R∗+) ; G(x) < x et G

([
0;

√
2

2

])
⊂

[
0;

√
2

2

]
.

(5) Construire (CG) dans un repère orthonormé (O, ı⃗, ȷ⃗ ) (en précisant la tangente (T ) au point

d’abscisse
√
2

2
). On donne G

(√
2

2

)
≈ 0,4.

Partie III

Soit (Vn)n∈N la suite définie par :

V0 ∈

]
0;

√
2

2

]
et (∀n ∈ N); Vn+1 = G(Vn).

(1) Montrer que : (∀n ∈ N); 0 < Vn ≤
√
2

2
.

(2) Étudier la monotonie de (Vn)n∈N, puis en déduire qu’elle est convergente.

(3) Déterminer, en justifiant la réponse, lim
n→+∞

Vn.

EXERCICE 28

Détermination d’une primitive par changement de variable

Partie I

On considère la fonction f définie sur R+ par :

f(x) =
2
√
x

x+ 1
.

(1) Calculer lim
x→+∞

f(x).
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(2) (a) f est-elle dérivable à droite en 0 ? Interpréter le résultat graphiquement.

(b) Montrer que : (∀x ∈ R∗+) ; f ′(x) =
1− x√

x (x+ 1)2
. Puis dresser le tableau de variations

complet de f .

(3) Soit g la restriction de f à l’intervalle I = [1;+∞[.
(a) Montrer que g est une bijection de I vers un intervalle J qu’on déterminera.
(b) Exprimer g−1(x) en fonction de x, pour tout x ∈ J .

Partie II

Soit F une fonction dérivable sur R+ telle que :

F (0) = 0 et
(
∀x ∈ R+

)
; F ′(x) = f(x).

On considère la fonction G définie sur
[
0;

π

2

[
par : G(x) = F

(
tan2(x)

)
.

(1) (a) Montrer que G est dérivable sur
[
0;

π

2

[
et que :

(
∀x ∈

[
0;

π

2

[)
; G′(x) = 4 tan2(x).

(b) En déduire que :
(
∀x ∈

[
0;

π

2

[)
; G(x) = 4 tan(x)− 4x.

(c) Montrer que : (∀x ∈ R+) ; F (x) = 4
√
x− 4 arctan(

√
x) .

(2) (a) Calculer lim
x→+∞

F (x) et lim
x→+∞

F (x)

x
.

(b) En déduire la nature de la branche infinie de (CF ) au voisinage de +∞.

(3) Dresser le tableau de variations complet de F en justifiant la réponse.

(4) Étudier la concavité de (CF ) et préciser les coordonnées de son point d’inflexion.

(5) Construire soigneusement (CF ) dans un repère orthonormé (O, ı⃗, ȷ⃗ ).

VIIPROBLÈMES DE SYNTHÈSE

EXERCICE 29

Problème complet · Étude, T.A.F., suites implicites

Partie I

Soit f la fonction définie sur R+ par :

f(x) = 3
√
x− 3

√
x2.

(1) (a) Calculer lim
x→+∞

f(x) et lim
x→+∞

f(x)

x
.

(b) Quelle est la nature de la branche infinie de (Cf ) au voisinage de +∞ ?
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(2) (a) f est-elle dérivable à droite en 0 ? Interpréter le résultat géométriquement.

(b) Montrer que : (∀x ∈ R∗+) ; f ′(x) =
1− 2 3

√
x

3
3
√
x2

.

(c) Dresser le tableau de variations complet de f en justifiant la réponse.

(3) Étudier la concavité de (Cf ) en précisant son point d’inflexion.

(4) Résoudre dans R+ l’équation f(x) = x, puis étudier le signe de f(x)− x.

(5) On désigne par g la restriction de f à l’intervalle I =

[
1

8
;+∞

[
.

(a) Montrer que g admet une fonction réciproque g−1 définie sur un intervalle J que l’on
déterminera.

(b) Montrer que g−1 est dérivable en 0 et calculer
(
g−1
)′
(0).

(c) Déterminer g−1(x) en fonction de x, pour tout x ∈ J .
(d) Construire (Cf ) et

(
Cg−1

)
dans un même repère orthonormé (O, ı⃗, ȷ⃗ ).

Partie II

On considère la suite (Vn)n∈N∗ définie par :

(∀n ∈ N∗) ; Vn =
n∑

k=1

f ′(k).

(1) En utilisant le théorème des accroissements finis, montrer que : (∀k ∈ N∗) ; f ′(k) < f(k+1)−
f(k) < f ′(k + 1).

(2) En déduire que : (∀n ≥ 2); f(n)− 1

3
< Vn < f(n+ 1).

(3) Déterminer, en justifiant la réponse, les deux limites : lim
n→+∞

Vn et lim
n→+∞

Vn

n
.

Partie III

Soit n ≥ 5 un entier naturel. On considère dans R+ l’équation suivante : (En) : f(x) =
1

n
.

(1) Montrer que (En) admet exactement deux solutions an et bn telles que :

0 < an <
1

8
< bn < 1.

(2) (a) Étudier la monotonie de (an)n≥5, puis en déduire qu’elle est convergente.
(b) Déterminer, en justifiant la réponse, lim

n→+∞
an et lim

n→+∞
n3an.

(3) Montrer que : lim
n→+∞

bn = 1 et lim
n→+∞

n (1− bn) = 3.

EXERCICE 30

Problème complet · Méthode de Newton
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Soit f la fonction définie sur [0;+∞[ par :

f(0) = 1 et f(x) =
2x

x+ Arctan(x) si x > 0.

(1) (a) Montrer que f est continue sur [0;+∞[.
(b) Calculer lim

x→+∞
f(x), puis interpréter graphiquement le résultat.

(2) (a) Montrer que pour tout x > 0, on a : x− 1

3
x3 ≤ Arctan(x) ≤ x.

(b) En déduire que f est dérivable à droite en 0, et préciser f ′
d(0).

(3) (a) Montrer que : (∀x ∈ ]0;+∞[) ; f ′(x) =

2

(
Arctan(x)− x

x2 + 1

)
(x+ Arctan(x))2

.

(b) En appliquant le théorème des accroissements finis, montrer que :
(∀x ∈ ]0;+∞[) ; Arctan(x) − x

x2 + 1
> 0. Puis en déduire que f est strictement

croissante sur [0;+∞[.

(4) (a) Soit x > 0. Montrer que l’équation f(x) = x est équivalente à g(x) = 0, où g est la
fonction définie sur [0;+∞[ par : g(x) = x− 2 + Arctan(x).

(b) Montrer que g est une bijection de [0;+∞[ vers [−2;+∞[, puis en déduire que l’équation
f(x) = x admet une unique solution α dans [0;+∞[ telle que 1 < α < 2.

(c) Montrer que g′ est strictement décroissante sur [0;+∞[.

(d) Soit x ∈ [1;α[. Montrer que : x− g(x)

g′(x)
< α.

(5) On considère la suite (un)n∈N définie par :

u0 = 1 et (∀n ∈ N); un+1 = un − g(un)

g′(un)
.

(a) Montrer par récurrence que : (∀n ∈ N); 1 ≤ un < α.

(b) Montrer que la suite (un)n∈N est strictement croissante, puis en déduire qu’elle est conver-
gente.

(c) Déterminer lim
n→+∞

un en justifiant la réponse.

Indication. Pour la question 4)d), on appliquera le théorème des accroissements finis à g sur l’intervalle
[x;α], puis on utilisera la décroissance de g′.
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