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Avant-propos

Ce polycopié rassemble trente exercices et problémes d’analyse, sélectionnés dans une base
Les énoncés couvrent l'intégralité du programme
d’Analyse I : limites et continuité, dérivabilité et théoreme des accroissements finis, fonctions
réciproques, fonction Arctan, suites numériques et primitives.

Les exercices sont regroupés en sept parties thématiques, de difficulté croissante a l'intérieur
de chaque partie. Les trois dernieres parties proposent des problémes longs, de structure iden-
tique a celle des épreuves de ’examen national.
La plus grande partie des exercices de ce polycopié a été extraite des anciens devoirs surveillés du pro-
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fesseur Abdellah Belkhatir J‘jL qy! - ey , (ue nous remercions vivement.
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LIMITES, CONTINUITE ET ETUDE DE FONCTIONS

EXERCICE 1

Encadrement - Dérivabilité en un point

Soit f la fonction définie sur R par :

1 1 —cos(z )
f(()):§ et flz) = wz( ) siz # 0.
22
(1) (a) Montrer que : (Vx € R); cos(x) >1— 5
2 4
(b) En déduire que : (Vx € R); cos(z) < 1— % A 5—4

(2) Montrer que f est dérivable en 0 et préciser f’(0).
(3) Soit F' une fonction dérivable sur R telle que :

F(0)=0 et (VzeR); F'(z)= f(z).

Montrer que F' est impaire.

EXERCICE 2

Racines - Fonction réciproque

Soit f la fonction définie sur R™ par : f(z) = /x — J/x.
(1) (a) Calculer J:EI—iI-loo f(x).
(b) Montrer que f est continue sur R*.

(2) (a) f est-elle dérivable & droite en 0 7 Interpréter géométriquement le résultat.
3Yx —2
(b) Montrer que f est dérivable sur R** et que : (Vo € R*"); f/(z) = fﬁi
6vat

(c) Dresser le tableau de variations complet de f.

64
(3) Soit g la restriction de f a l'intervalle I = [729; +o0o [

—4
(a) Montrer que g admet une fonction réciproque g—! définie sur J = [27; +00 [

=)
(b) Montrer que : (Vo € J); g~ (z) > 2. Puis en déduire lim g~ @)

Tr— 400 X

EXERCICE 3 )

Asymptote oblique - Symétrie - Discussion graphique

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 5 w‘
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On considere la fonction f définie par :

f(ac):xﬂl—% six #0,

7(0) =0,

(1) (a) Déterminer Dy.
(b) Calculer 0611)141_100 f(z) et 0611)11100 f(x).

(2) (a) Montrer que f est continue a gauche en xy = 0.

(b) Etudier la dérivabilité de f & gauche en xg = 0 et interpréter géométriquement le résultat
obtenu.

(c) Etudier la dérivabilité de f & droite en zg = 2 et interpréter géométriquement le résultat
obtenu.

(3) (a) Montrer que f est dérivable sur chacun des intervalles | — co; 0] et |2; +00] et que :

r—1

\/72-
ry/1——
T

(b) Dresser le tableau de variations de f en justifiant la réponse.

(Vz €] — 00;0[U]2; +o0]);  f'(z) =

(4) (a) Montrer que (Cy) admet aux voisinages de 400 et de —oo une asymptote oblique (A)
d’équation y = = — 1.
Studier la position relative de et .
b) Etudier la p 1 de (Cy A
(5) (a) Construire (C¢) dans un repere orthonormé (0,7, 7).
(b) Montrer que (Cy) est symétrique par rapport au point €(1;0).
(c) Déterminer graphiquement, suivant les valeurs du parameétre réel m, le nombre de solutions
de 'équation (F): f(x) = mx — 1.
(6) Soit g la restriction de f a l'intervalle I = [2; +o0].
(a) Montrer que g admet une fonction réciproque g—! définie sur J = [0; +oo].

(b) Construire la courbe (C,-1) dans le repére (0,7, 7).

EXERCICE 4 N

Branche parabolique - Racine cubique

On considere la fonction f définie par : f(z) =z — 14 3v/1 — z.
1) (a éterminer puis calculer lim z).
Dé Dy lculer lim f

T—r—00
(b) Montrer que (Cy) admet au voisinage de —oo une branche parabolique de direction la
droite (A) d’équation y = z.

(2) (a) Etudier la dérivabilité de f & gauche en 2o = 1 puis donner une interprétation géométrique
du résultat obtenu.

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 6 ifﬁh
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(b) Montrer que f est dérivable sur | — oo; 1] et que :

(Vz €] — 03 1]); f’(x):ﬂ-(e/l—x—l).

V(1 —z)?

(c) Dresser le tableau de variations complet de f en justifiant la réponse.
(3) (a) Déterminer les points d’intersection de (Cy) avec 'axe (Ox).
(b) Construire (Cy) dans un repere orthonormé (O, 7, 7).
(4) Soit g la restriction de f a l'intervalle I =] — o0;0].
(a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~! définie sur J =] — o0; 2].
(b) Construire la courbe (C,-1) dans le repere (O,7,7).

1

(c) Montrer que g~ est dérivable en zy = 0 et préciser (g_l)/ (0).

EXERCICE 5 N

Etude compléte - Suite récurrente - Somme télescopique

On considére la fonction f définie sur R par : f(z) =2+ 3 — Va2 +5.
(1) Justifier que 11111 f(x) = 3, puis interpréter géométriquement ce résultat.
T—r+00
(2) (a) Vérifier que lim f(x) = —o0.
T——00

(b) Montrer que (Cy) admet au voisinage de —oo une asymptote oblique (A) d’équation y =
2z + 3.

(3) Montrer que (Cy) coupe I'axe (Ox) en un seul point que I'on déterminera.

2 5 —
(4) (a) Montrer que : (Vz € R); f/(x) = vzito-z
2 +5
(b) En déduire que f est strictement croissante sur R, puis dresser son tableau de variations

complet.

2 -2
c) Ecrire I’équation de la tangente (17') a (Cr) au point d’abscisse xg = —.

J 3
. 4- z2
3+vV2Z+5
b) Résoudre dans R I’équation f(x) = x, puis étudier la position relative de (C¢) par rapport
f
a la droite (D) : y = x.

(5) (a) Montrer que : (Vz € R); f(z) —x

(6) Construire (C¢) dans un repere orthonormé (O, 7, 7).

(7) (a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J que 1’on
déterminera.

(b) Montrer que f~! est dérivable en zg = 0 et préciser (f *1)/ (0).
(c) Construire (Cy-1) dans le repere (0,7, J).
(8) On considere la suite (uy)pen définie par : ug =1 et (Vn € N); w1 = f(up)-

(a) Montrer par récurrence que : (Vn € N); 1 < u, < 2.

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 7 W‘
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(b) Etudier la monotonie de (uy,)nen, puis en déduire qu’elle est convergente.

(c) Déterminer la limite de (up)nen en justifiant soigneusement la réponse.

n—1
(9) Pour tout n € N*, on pose : S, = 3n — Z \/us +5.
k=0

e FExprimer .S, en fonction de w, pour tout n € N*, puis en déduire hT Sh.
n—-+0o0

EXERCICE 6 N

Théoréme des valeurs intermédiaires - Equations paramétrées

(1) On consideére I'équation (Fy): o3 —3X%z +2 =0, oi1 A € R*F.
e Discuter, suivant les valeurs de A, le nombre de solutions de 1’équation (F}) dans 'intervalle
10; 2]
(2) On considére I'équation (Fp): 2% —3A2%2 — 3z + A =0, ou A € R.
e Discuter, suivant les valeurs du parameétre réel A, le nombre de solutions de 1’équation (F3)
dans l'intervalle ]0; 1[.

Indication. Etudier dans chaque cas les variations du polynome sur 'intervalle considéré, puis appliquer
le théoreme des valeurs intermédiaires a chaque intervalle de monotonie.

THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS ET THEOREME DE ROLLE

EXERCICE 7 N

Vrai ou faux - Inégalité des accroissements finis

Soit f une fonction dérivable et strictement croissante sur [—1;2] vérifiant :

DN | =

(Vze]-12); fl(z) <
e Répondre par vrai ou faux en justifiant :
(i) @ae]l-12)); 3f' () — f(2) + f(1) = 0.
ii) f1 eriv: npg= -1’ ==\
(if) f~! est dérivable en 8 = f(a) et (f71) (8) o= 7D

i) (Vo € [-1;2); £(@) ~ FO)] < 3 Ja].

iv) On suppose de plus que f(—1) = 0 et f(2) = 1 ; alors ’équation (E) : f(x) = x admet une
solution unique A € ] — 1;2[.

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 8 if-&“
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m )

Suites adjacentes - T.A.F. appliqué a Arctan

On considére les suites (an)nen €t (bn)nen définies par :

n

n 1 1
Gy = <Z [ k2> — arctan(n + 1) et by, = (Z sz) — arctan(n).

k=0 k=0

(1) Soit k € N*. En utilisant le théoreme des accroissements finis, montrer que :

< arctan(k) — arctan(k — 1).

1
arctan(k + 1) — arctan(k) < 712

(2) Montrer que les suites (an)nen et (bn)nen sont adjacentes.

m )

T.A.F. - Asymptote oblique - Primitive

On considere la fonction f définie sur R par :
1
f(0)=0 et f(z) = z? arctan<> si x #0.
x

(1) (a) Calculer mll)l_’I_loo f(x).
(b) Justifier que f est impaire.
(2) f est-elle dérivable en 0 ? Interpréter graphiquement le résultat.

(3) (a) Soit x € R**. En appliquant le théoréeme des accroissements finis & la fonction g définie
par g(t) = arctan(v/t) — v/t, montrer que :

(ace]o;;D; f(x)-x:Q(?fc).

(b) En déduire que (Cy) admet au voisinage de 400 une asymptote oblique (A) d’équation
Y=
(c) Justifier que (Cy) est au-dessous de (A) sur |0; +oof.
t

(4) (a) Montrer que : (Vt €]0;400[); arctan(t) — T2 > 0.

b) Calculer f/(z) pour tout x € R*T, puis en déduire que f est strictement croissante sur
(
RT.

(5) Construire (Cy) dans un repére orthonormé (0,7, 7).
(6) (a) Justifier que f admet une fonction réciproque f~! définie sur R.

(b) Construire le graphe (C;-1) dans le repére (0,7, 7).
(7) Soit F une fonction dérivable sur R telle que : F(0) =0 et (Vx € R); F'(z) = f(z).

(a) Montrer que F' est paire.

(b) Prouver que lim F(z) = +4oc.
T—+00

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 9 if-&“
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(c) Dresser le tableau de variations de F' sur R en justifiant la réponse.

Indication. Pour la question 7)b), on pourra utiliser le résultat suivant : si une fonction V est croissante
et majorée sur un intervalle de la forme |a; +oo[, alors lirf V(z)=L,ou L € R.
Tr—r+00

EXERCICE 10 \

Théoréme de Rolle - Encadrement de Arctan

Partie |

Soit g la fonction définie sur R par :

2 z?

g(z) = (arctan(z))” — 12

2
(1) Montrer que : (Vx € RT); ¢'(z) = T2 X (arctan(x) = fﬂ) .

(2) (a) Soit z € R*". En appliquant le théoréme de Rolle, montrer qu'il existe ¢ € |0; z| telle que

x — arctan(x) c

z2arctan(z) ¢+ 2(1 + c2)arctan(c)’

= t 1
(b) En déduire que : lim w ==,
—0+ x?arctan(z) 3

(3) (a) Montrer que : (Vo € R*"); < arctan(z) < x.

1+ 2

= t
(b) En déduire que (Vo € R*"); g(z) > 0. Puis calculer lim %.
a—0+ x arctan(z)
Partie ll

On considere la fonction f définie sur R par :

1 1 .
(1) (a) Justifier que f est impaire.

(b) Calculer lirJ]rn f(x). Puis interpréter graphiquement le résultat.
T—>+00

(2) f est-elle dérivable en 0 ? Interpréter le résultat graphiquement.

(g e R () = — 9&)
(3) (a) Montrer que : (Vz € R*"); f/(z) = (@ arcian(@))®

(b) Dresser le tableau de variations complet de f en justifiant la réponse.

(4) Construire (Cy) dans un repeére orthonormé (0,7, 7) en précisant la tangente a (Cy) au point
d’abscisse 0.

(5) (a) Justifier que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J que I'on
déterminera.

(b) Montrer que f~' est dérivable en 0 et préciser (f *1)/ (0).

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri *I O iff,”




Polycopié | — Analyse | Partie Ill - Fonctions réciproques

FONCTIONS RECIPROQUES

RAPPEL DE COURS

Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors f réalise une bijection de I vers
J = f(I). De plus, si f est dérivable en zq € I et f'(xg) # 0, alors f~1 est dérivable en yg = f(zg) et

(/71 (wo) = )

EXERCICE 11 ~

Réciproque d’une fonction trigonométrique - Encadrement

Soit f la fonction définie sur I = {g;w] par : f(x) =1+ 3cos?(z).
(1) Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J que I'on déter-
minera.

(2) (a) Justifier que f~! est dérivable sur I'intervalle ]1;4[ et que :

1
2v/—22 + 51 — 4

vz ell;4);  (F7) (2) =
(b) Montrer que : (Vaj € ] Z; % D ; E < (f_l)l(x) < %
)

(3) (a) Calculer f<2;> et f(é’)

(b) Montrer que I'équation f~!(x) = x admet une seule solution o dans ]

o | =

13
74 *

(4) Montrer que : <Vw € ]oz; % D ; é(:): +20) < fl(2) < %(23: + ).

EXERCICE 12

Réciproquede 2 — 1/ cosx

1
cos(z)’

Soit f la fonction définie sur I = [0; g [ par : f(x) =

(1) Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle .J que 1’on précisera.
(2) Justifier que pour tout x € J, on a :
cos(f(x)) = ! et sin(f'(z)) =4/1 - —c
75 x
(3) Montrer que f~! est dérivable sur I'intervalle ]1; +oo| et que :

1

zvr? —1

(Vz €]l +oo); (F7Y) (2) =

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 1 ‘I if-ﬁ”
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EXERCICE 13 \

Fonction arccos + Formule de triplication

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0; 7] par : f(z) = cosz.
(1) Montrer que f admet une fonction réciproque f~! et déterminer D 1.
(2) On considere la fonction ¢ définie par : p(z) = f~!(42® — 3z).
(a) Déterminer D, (I'ensemble de définition de ¢).

(b) Montrer que : (Vaj € [—;; ;D : p(x) =2 — 3f ().

1 1
(c) Exprimer ¢(z) en fonction de f~!(z) sur chacun des intervalles [1; 2} et [2; 1}

Indication. On pourra utiliser la formule trigonométrique : cos(3a) = 4 cos® a — 3 cos a.

EXERCICE 14 N

Prolongement par continuité - Réciproque explicite

Soit f la fonction définie par : f(z) = Arctan( ﬁx_ 1).
a) Déterminer D, puis calculer lim f(z).
1 Dé i Dy is calculer li
T—>+00
(b) Montrer que f est continue sur chaque intervalle inclus dans Dy.

(c) La fonction f admet-elle un prolongement par continuité en xg = 1 7 Justifier la réponse.
x

Va1

e Etudier les variations de la fonction u sur D t, puis en déduire les variations de f sur Dy.

(2) Pour tout = de Dy, on pose : u(x) =

(3) Soit ¢ la restriction de la fonction f a l'intervalle I = [0; 1].

(a) Montrer que ¢ admet une fonction réciproque p~! définie sur un intervalle J que I'on
déterminera.

(b) Calculer ¢~1(z) pour tout z de J.

EXERCICE 15 N

Réciproque - T.A.F. - Moyenne de Cesaro

Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = + va? + 1.
f(z)
flz) —=

(b) Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur ]0; +oo.

(1) (a) Justifier que f est dérivable sur R et que : (Vz € R); f'(z) =

(2) Pour tout z €]0;+o0|, on pose : g(x) =z - f~1(x).
(a) Montrer que g est dérivable sur |0; 00| et que : (Vo €]0;400[); ¢'(x) = .

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri 1 2 ;udﬁ,‘
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(b) Déterminer g(x) en fonction de x pour tout x € )0; +o0].
1 1
(c) En déduire que : (Vz €]0;+00]); f1(z) = 5 (ac - a:) .
(3) Pour tout n € N, on pose : S,, = ‘(
_l’_
k=0

(a) Montrer que : (Vz € R); f'(z) < f(z+1) — f(x) < fl(x +1).

1) -1
(b) En déduire que : (Vn € N); nf(—f)l Sp f<nn++)1
(c) Déterminer EIE Sy, en justifiant la réponse.

LA FONCTION ARCTANGENTE

EXERCICE 16 N

Bijection - Formule de tan(3a)
[ par :

(1) Montrer que f est une bijection de Iintervalle I vers un intervalle J que I'on déterminera.

(2) Calculer f~1(x) pour tout = de J.

V3

oI5

Soit f la fonction définie sur l'intervalle I = ] —

3
z3 — 3z
@) =31

. . . " tan® a — 3tan a
Indication. On pourra utiliser la formule trigonométrique : tan(3«) = —tafa_1
an‘ a —

EXERCICE 17

Changement de variable t = Arctan x

On consideére la fonction f définie sur R par :

flz) = ( 1+ 22 —|—a:> Arctan(\/l + 22— x) .

(1) Calculer les limites : lim f(z) et li)r_n f(x).

xr—+00

(2) Montrer que f est continue sur R.
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(3) On pose t = Arctan(x). Montrer que :

T — 2t

f(x):wz_;)-

Indication. On pourra écrire f sous la forme d’une composée de deux fonctions continues, puis vérifier

t
que \/1+x2xtan<z2).

EXERCICE 18 N

Equation faisant intervenir Arctan

On considere dans R I’équation :

X

1
(G): Arctan(z — 1) = Arctan() + Arctan<189> .

1
Soit f la fonction définie sur R* par : f(z) = Arctan(x — 1) — Arctan(x)

(1) Calculer les limites : lim f(z)et lim f(z).
T—r—00

T—+00
(2) La fonction f admet-elle un prolongement par continuité en 0 ? Justifier la réponse.
(3) Déterminer f(]0;+oc[) et f(] — o0;0[).

(4) (a) Montrer que I’équation (G) admet une solution unique appartenant a U'intervalle |1; +o0].

(b) Déterminer la solution de 'équation (G).

EXERCICE 19 ~

Famille de fonctions - Bijections - Suite implicite

On considere la fonction f,, définie par :

$n
n = 2 Arct _ .
folz) =2 Arc a“<1+m>

Partie |

(1) Montrer que : (Vx € R); Jla € }_g;g

(2) Montrer que : (Vz € R); fp(x) = Arctan(z").

(3) Montrer que f, est strictement croissante sur RT.

(4) On pose gp(z) = fo(z) + 2 — 1.

(a) Montrer que g, est une bijection de ]0; 1[ vers un intervalle & déterminer.

(b) Montrer que 'équation f,,(z) =1 — z admet une unique solution a,, dans 0;1].

{ ; tana = a™.
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(c) Montrer que (Vx €]0;1]); gn+i(x) < gn(x), puis comparer a,+1 et a,.

Partie Il
On consideére la fonction f définie sur R par : f(x) =z + fi(z).
(1) Montrer que f est une bijection de R vers R.

(2) Montrer que f~! est impaire et que f(a1) = 1.
T

V1t a2

(3) Montrer que : (Vx € R); Juy € R; ug + Arctan(ug) =

(4) On considere la fonction g : R - R, x +— g(x) = uy.

(a) Montrer que g est impaire et que lim g(z) = ay.
T—+00

(b) Etudier la monotonie et la continuité de g sur R, et en déduire que g est une bijection de
R vers un intervalle a déterminer.

SUITES NUMERIQUES

EXERCICE 20

Suites adjacentes - Série alternée de Leibniz

Pour tout n € N, on pose :

2n+1 k 2n k
(—1) (—1)
= t =
e kzozk+1 R kZOQlH—l

n
On désigne par f,, la fonction définie sur R par : f,(z) = Z (=1)* 2k

k=0

(1) (a) Montrer que les suites (uy)nen €t (vn)nen sont adjacentes.

(b) Que peut-on conclure sur (up)nen €t (Vn)nen ?

, 1 (_1)n+11,2n+2

(2) (a) Montrer que : (Vz € R); fl(x) = e 21

(b) En déduire que : (Va € [0;+00]); font+1(z) < Arctan(z) < fon(z).

(3) Déterminer, en justifiant la réponse, la limite commune de (uy)nen €t (Vp)nen-

EXERCICE 21 \

Suite implicite définie par une équation polynomiale
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Soit n > 3 un entier naturel. On désigne par f, la fonction définie sur R* par :
fo(z) =2" + 22 + 2z — 1.

(1) Montrer que I’équation f,(z) = 0 posséde une unique solution strictement positive que 'on
notera a,.

1

(2) (a) Montrer que: (Yn>3); 0<a, < >

(b) Montrer que la suite (a,)n>3 est croissante, puis en déduire qu’elle converge vers un réel
L dont on donnera un encadrement.

(3) Montrer que : lim (a,)" = 0. Puis déterminer la valeur de L.
n—+o00

EXERCICE 22 N

Suite contractante - Moyenne arithmétique

1
Soit f la fonction définie sur I = [Z, 2] par: f(z) =1+ —.
T

(1) Montrer que : f(I) C I.

(2) Montrer que 1’équation f(z) = x admet une solution unique « dans I que l'on déterminera.
4
(3) Montrer que : (Vx € I); |f(z) —a| < 9 |z — a.
Partie ll
On considére la suite (up)nen définie par :
up = 2 et (Vn € N); upt+1 = f(un).

(1) Justifier que la suite (uy)nen n’est pas monotone.

(2) Montrer que : (Vn € N); u, € I.

4
3) (a) Montrer que : (Vn € N); |up+1 — o] < = |up — .
9

4 n
(b) En déduire que (¥n € N); |u, —a| < (9) . Puis justifier que (uy,)nen est convergente

en précisant sa limite.

~1
1 n
(4) Pour tout n € N*, on pose : S, = - kzouk.

9
e Montrer que : (VYn € N*); |S, —a| < 5 Puis en déduire lim S,.
n

n—-+4o0o
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EXERCICE 23 \

Deux suites implicites - Inégalité de Bernoulli

On considere la fonction f,, définie sur R* par :
fo(z)=2" —nx +1, ou n > 3 est un entier naturel.

(1) (a) Dresser le tableau de variations de f,, sur RT.
(b) Montrer que I'équation f,,(z) = 0 possede exactement deux solutions a, et b, telles que :
0<ap<1<by,.
(2) (a) Montrer que : (Vz €]0;1[); foti1(z) < fo(x).
(b) Justifier que la suite (ay)n>3 est strictement décroissante. Puis en déduire qu’elle est
convergente.

(c) Montrer que lim (a,)" = 0. Puis en déduire lim a, et lim na,.
n—-+o0o n——+oo n——+0o0o

(3) (a) Montrer que : (Vn > 3); fn (1 - ;ﬁ) > 0.

(b) En déduire que la suite (by,)n>3 est convergente en précisant sa limite.

(c) Calculer, en justifiant la réponse, lim </n- (b, — 1).
n——+oo

Indication. Pour la question 3)a), on pourra utiliser I'inégalité de Bernoulli : si a € R**, alors
(Vn>3); (14+a)” > 1+ na.

EXERCICE 24 \

Symétrie centrale - Points fixes - Suite récurrente

Partie |

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0; 1] par :

__ VT
VE+ VI —x%

On désigne par (Cy) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O,7,7) (unité : 4 cm).

f(x)
11
(1) Montrer que (Cy) est symétrique par rapport au point {2 <2; 2).

(2) Etudier la dérivabilité de f & droite en 0, puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
(3) Montrer que f est strictement croissante sur [0; 1], puis dresser son tableau de variations.

(4) Etudier le signe de f(x) — « sur [0; 1], puis construire la courbe (Cy).

Partie Il
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On considére la suite (uy,)nen définie par :

{UO & [0; 1]
(Vn € N); Un+1 = f(un)

(1) Vérifier que la suite (uy,)nen est bien définie.

1
(2) Montrer que la suite (u,)nen est constante si et seulement si ug € {0; o 1}.

1 ,
(3) On suppose que uy € |0; 3| Etudier la monotonie de (uy)nen, puis en déduire qu’elle est

convergente et déterminer sa limite.

1
(4) On suppose que uy € ] o 1 [ Montrer que (uy)nen est convergente et déterminer sa limite.

EXERCICE 25 N

Etude compléte - Suite contractante - Somme de Cesaro

Partie |

On considére la fonction f définie sur RT par :
f(z) = 2arctan(v/z) — z.
(1) (a) Calculer lim f(z).

T—+00

(b) Montrer que f est continue sur RT.

(2) (a) Etudier la dérivabilité de f & droite en 29 = 0 et interpréter géométriquement le résultat
obtenu.

(b) Justifier que f est dérivable sur R** et montrer que :

(Vz e R*);  fl(z) = m, ol g(z) =1—+z — z/x.

(c) Dresser le tableau de variations de f en justifiant la réponse.

(3) (a) Montrer que la droite (D) d’équation y = —x + 7 est une asymptote oblique a (Cy) au
voisinage de +o0.
(b) Déterminer la position relative de (Cy) par rapport a (D).

(4) Construire (C¢) dans un repére orthonormé (O,7,7). On donne a ~ 0,45 et f(a) =~ 0,73, ol «
désigne la solution de g(x) = 0.

1
(5) Montrer que 1’équation f(z) = z admet une unique solution § dans ] 5; 1 [

Partie Il

Soit (un)nen la suite définie par :

2
uo = 3 et (Vn € N); upt1 = fun).
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(1) Montrer que : <Vm E];; 1D i (x)] < %
(2) (a) Montrer que : (Vn € N); u, € ] %; 1 [

1
(b) Montrer que (Vn € N); |up+1 — 8] < 5 |uy, — (. Puis en déduire que la suite (uy,)nen est
convergente en précisant sa limite.

1 n
(3) Pour tout n € N, on pose : S, = Zuk

92 1 n+1
e Montrer que : (Vn € N); |S, — 3] < ] (1 - <2> ) Puis en déduire que la suite
n

(Sn)nen est convergente en précisant sa limite.

PRIMITIVES ET FONCTIONS DEFINIES PAR UNE PRIMITIVE

EXERCICE 26

Primitive - Equation fonctionnelle

Soit f la fonction définie sur R** par : f(x) = T

R** qui vérifie : F(1) = 1.
(1) Montrer que : xEI—ll—loo [F(Vz+1) — F(J/z)] =0.

. On désigne par F' la primitive de f sur

(2) Soit G la fonction définie sur R** par : G(x) =z — F(x).
(a) Montrer que : (Vx € [1;4+00[); 0 < G(vx) <z — 1.

G(z). Puis en déduire lim G(x)

T—+00 xX

(b) Montrer que : (Vx € R*"); G(\/7) =

N |

EXERCICE 27

Primitive d’une fonction sans expression explicite - T.A.F.

Partie |

Soit f la fonction définie sur R par :

1
VE+ 2+ 1

(1) Dresser le tableau de variations complet de f.

ft) =

(2) Justifier que f admet sur R une primitive unique F vérifiant : F'(0) = 0.
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(3) Montrer que F' est impaire.

Partie Il
On consideére la fonction G définie sur R par : G(z) = F(2z) — F(x).
(1) Etudier la parité de G.
(2) (a) Montrer que G est dérivable sur R, puis calculer G'(z) pour tout z € R.

2 2
(b) En déduire la monotonie de G sur chacun des intervalles [0; \2[] et \2[; +o0

(3) (a) En utilisant le théoréeme des accroissements finis, montrer que :
x x

<G1) < ——m—.
V16x4 + 422 + 1 (=) vVt + 22 +1

(b) En déduire hlf G(z). Puis interpréter géométriquement le résultat.
T—r+00
2 2
0. V2| ¢ |0, 2|,
2 2

(5) Construire (Cg) dans un repére orthonormé (O,7,7) (en précisant la tangente (7') au point

d’abscisse \gi) On donne G(?) ~ 0,4.

(Vx € R*+) c

(4) Montrer que : (Vx € R*); G(z) <z et G(

Partie Il

Soit (V3 )nen la suite définie par :

0; \/Q] et (Vn € N); Vg1 = G(Vy).

\%
0 € 5

V2

(1) Montrer que : (Yn € N); 0 <V, < -

(2) Etudier la monotonie de (V;,)nen, puis en déduire qu’elle est convergente.

(3) Déterminer, en justifiant la réponse, lim V.
n——+0o00

EXERCICE 28

Détermination d’une primitive par changement de variable

Partie |

On considére la fonction f définie sur R™ par :

(1) Calculer zgrfoo f(z).
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(2) (a) f est-elle dérivable & droite en 0 7 Interpréter le résultat graphiquement.
1—2z

vz (z+1)%

(b) Montrer que : (Vx € R*"); f'(z) = Puis dresser le tableau de variations

complet de f.
(3) Soit g la restriction de f a 'intervalle I = [1; 4o0[.
(a) Montrer que g est une bijection de I vers un intervalle J qu’on déterminera.

(b) Exprimer g~!(z) en fonction de x, pour tout z € J.

Partie Il

Soit F' une fonction dérivable sur RT telle que :
F0)=0 et (Vz e RY); F'(z) = f().
On considere la fonction G' définie sur [0; g [ par : G(z) = F(tan*(z)).
(1) (a) Montrer que G est dérivable sur [0; g { et que : (V:c € [0; g D ; G'(z) = 4tan?(x).

(b) En déduire que : <Vx € [0; g D ; G(x) = 4tan(x) — 4.
(c) Montrer que : (Vx € RT); F(x) = 4/z — 4arctan(y/7) .

F
(2) (a) Calculer EIJP F(z)et lim (x)

T—+00 xX

(b) En déduire la nature de la branche infinie de (Cr) au voisinage de +oo.
(3) Dresser le tableau de variations complet de F' en justifiant la réponse.

(4) Etudier la concavité de (Cr) et préciser les coordonnées de son point d’inflexion.

(5) Construire soigneusement (Cr) dans un repere orthonormé (O, 7, 7).

PROBLEMES DE SYNTHESE

EXERCICE 29 N

Probléme complet - Etude, T.A.F., suites implicites

Partie |

Soit f la fonction définie sur R par :
flx) = Yz — Va2
)

(1) (a) Calculer zgrfoo f(z) et lim &

r—+oco X
b) Quelle est la nature de la branche infinie de (C¢) au voisinage de +oo 7
f

Pour bien se préparer a I'examen national e © Prof. Saad Choukri Z‘I if-ﬁ”



Polycopié | — Analyse | Partie VII - Problémes de synthese

(2) (a) f est-elle dérivable & droite en 0 7 Interpréter le résultat géométriquement.

1-2yx
b) Montrer que : (Vz € R*); f/(z) = ————.
(b) ( )i @)= —5=
(c) Dresser le tableau de variations complet de f en justifiant la réponse.
(3) Etudier la concavité de (Cy) en précisant son point d’inflexion.

(4) Résoudre dans RT I’équation f(z) = z, puis étudier le signe de f(x) — z.
1
(5) On désigne par g la restriction de f a l'intervalle I = {8; +00 [

(a) Montrer que g admet une fonction réciproque g—! définie sur un intervalle J que I'on
déterminera.

(b) Montrer que g~—! est dérivable en 0 et calculer (g_l), (0).
(c) Déterminer g—'(z) en fonction de z, pour tout = € J.
(d) Construire (Cs) et (C,~1) dans un méme repére orthonormé (0,7, 7).

Partie Il

On considere la suite (V},)nen+ définie par :

(VneN); V,=Y f(k).
k=1

(1) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que : (Vk € N*); f/(k) < f(k+1)—
fk) < f'(k+1).
1

(2) En déduire que : (Vn > 2); f(n) — 3< Vo < f(n+1).

(3) Déterminer, en justifiant la réponse, les deux limites : lim Vj, et lim —.
n—-+oo n—+oo N

Partie Ill

1
Soit n > 5 un entier naturel. On considére dans R™ I’équation suivante : (E,): f(z) = —.
n

(1) Montrer que (E,) admet exactement deux solutions a,, et b, telles que :

1
0<an<§<bn<1.

(2) (a) Etudier la monotonie de (a,)n>3, puis en déduire qu’elle est convergente.

(b) Déterminer, en justifiant la réponse, lim a, et lim n?a,.
n—-+oo n—-+oo

(3) Montrer que : lim b, =1et lim n(l-—b,)=3.

n—-+400 n—-4o00

EXERCICE 30 )

Probléme complet - Méthode de Newton
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Soit f la fonction définie sur [0; 00| par :

2
f(0)=1 et f(x):méw six > 0.

(1) (a) Montrer que f est continue sur [0; 4o0].

(b) Calculer lirJ]rn f(x), puis interpréter graphiquement le résultat.
T—>+00

1
(2) (a) Montrer que pour tout x > 0,ona: x — §x3 < Arctan(z) < z.

(b) En déduire que f est dérivable & droite en 0, et préciser f;(0).

2 (Arctan(m) ° )

2241

(3) (a) Montrer que : (Vz €]0;+00]); f'(x) = 3

(x + Arctan(zx))
(b) En  appliquant le théoréme des accroissements finis,  montrer que

(Vr €]0;+00[); Arctan(z) — > 0. Puis en déduire que f est strictement

x
z2+1
croissante sur [0; +0ol.
(4) (a) Soit x > 0. Montrer que 'équation f(z) = z est équivalente & g(z) = 0, ou g est la
fonction définie sur [0;4o00[ par : g(z) = 2 — 2 + Arctan(z).
(b) Montrer que g est une bijection de [0; +o00[ vers [—2; 4o00[, puis en déduire que 1’équation
f(z) = x admet une unique solution a dans [0; +oo] telle que 1 < o < 2.
(c) Montrer que ¢’ est strictement décroissante sur [0; +oo].
i
g,( ) <4
g'(x)

(5) On considere la suite (up)nen définie par :

(d) Soit z € [1;a]. Montrer que : = —

ug = 1 et (Vn € N); upy1 = up —

(a) Montrer par récurrence que : (Vn € N); 1 <w, < a.

(b) Montrer que la suite (uy)nen est strictement croissante, puis en déduire qu’elle est conver-
gente.

(c) Déterminer lim wu, en justifiant la réponse.
n—+o0o

Indication. Pour la question 4)d), on appliquera le théoréme des accroissements finis & g sur I'intervalle
[x; ], puis on utilisera la décroissance de ¢'.
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