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Consignes :

- La durée de I'épreuve est de 4 heures.

- L'épreuve comporte 5 exercices indépendants.

- Les exercices peuvent étre traités selon I'ordre choisi par le candidat.

EXERCICE 1 :
EXERCICE 2 :
EXERCICE 3 :
EXERCICE 4 :
EXERCICE 5 :

Les structures algébriques ............ ... ... .. ..., (4 pts)
L'arithmétique et le calcul des probabilités ......... (3 pts)
Les nombres complexes ............ ... ... ... (3 pts)
L'analyse . ... (6 pts)
L'analyse ... ..o (4 pts)

L'usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

L'usage de la couleur rouge n'est pas autorisé.
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EXERCICE 1 : (4 pts)
Partie I :

On munit R de la loi de composition interne * définie par :

V(z,y) €R?, zxy=o+y—ec¥+1

0,25 pts (1) (a) Montrer que la loi x est commutative dans R.
0,5 pts (b) Montrer que la loi * admet un élément neutre que I'on déterminera.
0,5 pts (2) Sachant que I'équation 3 + x — €?** = 0 admet dans R deux solutions distinctes a et

b, montrer que la loi % n’est pas associative dans R.

Partie II :

On rappelle que (M3(R), +, x) est un anneau unitaire non commutatif d'unité défini par :

()

Et que (M3(R), +, -) est un espace vectoriel réel et que (C*, x) est un groupe commutatif.
Pour tout x et y réels, on pose :

M(z,y) = 4

Nl 8

et soit F' l'ensemble suivant :
F={M(z,y) | (z,y) € R*}

0,5 pts (1) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel réel (Ms(R), +, ).
0,5 pts (2) Montrer que F est stable dans (M3(R), x).

(3) On consideére 'application j de C* dans F' qui associe a tout nombre complexe x+iy,
ou x et y sont deux réels, la matrice M(x,y).

0,5 pts (a) Montrer que j est un homomorphisme de (C*, x) vers (F, x).
0,25 pts (b) On pose : F* = F'\ {M(0,0)}. Montrer que : j(C*) = F*.
0,25 pts (c) Montrer que (F*, x) est un groupe commutatif.

0,75 pts (4) Montrer que (F, 4, x) est un corps commutatif.

EXERCICE 2 : (3 pts)
Partie I :

0,5 pts (1) a étant un entier, montrer que si a et 13 sont premiers entre eux alors : a?*1¢ = 1 [13].

(2) On considere dans Z ’équation suivante :

(E): 2% =213
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0,5 pts
0,5 pts

0,5 pts

0,5 pts

0,5 pts

Et soit = une solution de 'équation (E).
(a) Montrer que z et 13 sont premiers entre eux.
(b) Montrer que : x =7 [13].

(3) Montrer que ’ensemble des solutions de 1’équation (F) est le suivant :
S={7+13k| keZ}

Partie 11 :
Une urne contient 50 boules portant les numéros de 1 a 50, les boules étant indiscernables
au toucher.
(1) On tire au hasard une boule de I'urne. Quelle est la probabilité d’obtenir une boule
portant un numéro qui est solution de 1’équation (E)?

(2) On tire au hasard une boule de 'urne, on note son numéro, puis on la remet dans
I'urne. On répete I'expérience précédente 3 fois. Quelle est la probabilité d’obtenir
exactement deux fois une boule portant un numéro qui est solution de 1’équation

(E)?

0,25 pts

0,5 pts

0,5 pts

0,25 pts

0,5 pts

1 pts

EXERCICE 3 : (3 pts)

On considere dans ’ensemble C 1’équation suivante :
(E): 22— (1+4d)2+2+2i=0

(1) (a) Vérifier que (1 — 3i)? est le discriminant de I'équation (F).
(b) Déterminer z; et zy, les deux solutions de I’équation (FE) dans 'ensemble C,
on prendra z; imaginaire pur.

(c) Montrer que :

21 ;
<1 \/§e3z7r/4
22

e plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct.
2) Le pl 1 t rapporté a ( th ¢ direct
On considere le point A d’affixe z; et le point B d’affixe zs.

(a) Déterminer le nombre complexe e, affixe du point E, milieu du segment [AB].

(b) Soit r la rotation de centre A et d’angle —m/2, et soit ¢ l'affixe du point C,
image du point E par la rotation r. Montrer que :

3+3.
c=—=+ =1
2 2

3
(c) On consideére D le point d’affixe : d =1 + 52 Montrer que le nombre :

z—d c—2z
X

c—d 29 — 21

est réel puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
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EXERCICE 4 : (6 pts)

Soit n un entier naturel non nul.
On considere la fonction f,, a variable réelle x définie sur R par :

1

@) =1 =ewn

- =

Soit (C,,) la courbe représentative de la fonction f,, dans un repere orthonormé (O, 1, 7).
0,75 pts (1) (a) Calculer :

lim fu() et lim fy(x)

r—r-+00

puis interpréter graphiquement les résultats obtenus.

0,75 pts (b) Montrer que la fonction f,, est dérivable sur R, puis calculer f/(x) pour tout
x € R.
0,25 pts (c) Montrer que la fonction f,, est strictement croissante sur R.

0,5 pts (2) (a) Montrer que le point I,(n, 1/2), est le centre de symétrie de la courbe (C,,).
0,5 pts (b) Construire la courbe (Cy).

0,75 pts (c) Calculer l'aire de la surface plane limitée par la courbe (C;) et les droites
d’équations : . =0, x =1 et y =0.

0,75 pts (3) (a) ¥Vn € N*, montrer que ’équation :

fn(x) =T

admet une solution unique u,, dans l'intervalle |0, n|.

0,5 pts (b) Montrer que : Vn € N* et Vz € R :

fn+1(x) < fn('r)

0,75 pts (c) Montrer que la suite (u,),>; est strictement décroissante et en déduire qu’elle
est convergente.
0,5 pts (d) Calculer la limite : lim .
n—+oo

EXERCICE 5 : (4 pts)

On considere la fonction g définie sur R* par :

3x
o= [t

0,5 pts (1) Montrer que la fonction g est paire.

0,75 pts (2) Montrer que la fonction g est dérivable sur |0, +o00], puis calculer ¢'(z) pour x > 0.
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0,5 pts (3) (a) En utilisant une intégration par parties, vérifier que :
/3“ costdt _ sin3z — 3sinx n /3“ Siﬂdt
. 1 3x P 2
0,75 pts (b) Montrer que : Vz > 0,
2
< Z
(o)) < 2
Puis en déduire la limite suivante 1ir+n g(z).
T—r+00

0,5 pts (4) (a) Montrer que : Vo > 0,
3z 1 _
0< / @dt < %

On remarquera que : Vt > 0, 1 —cost < t.
0,5 pts (b) Vérifier que : Vx > 0,

3x t—1
g(x) —In3 = / %dt

0,5 pts (c) En déduire la limite suivante : lim g(x)
z—0
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