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Consignes :

- La durée de I'épreuve est de 4 heures.

- Les exercices peuvent étre traités selon I'ordre choisi par le candidat.

- L'épreuve comporte cing exercices indépendants :

EXERCICE 1 : Les structures algébriques ..................... (3,25 pts
EXERCICE 2 : Les nombres complexes ........................ (3,75 pts
EXERCICE 3 : L'arithmétiquedans Z ..........................

EXERCICE 4 : L'analyse ............... ... ... ... ... .......

L'usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

L'usage de la couleur rouge n’est pas autorisé.
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EXERCICE 1 : (3,25 pts)

On rappelle que (C, +, x) est un corps commutatif, et que (Ms(R), 4, X) est un anneau
unitaire de zéro la matrice nulle O et d’unité la matrice [ :

0 0 10
0_(0 0) et]‘(o 1)

Et que (M3(R), +, ) est un espace vectoriel réel. On définit la matrice J par :

0 V3

On considere ’ensemble :

a /3
E =< M(a,b) = b (a,b) € R?

—— a

V3

0,75 pts (1) (a) Montrer que (F,+, ) est un sous-espace vectoriel de (Ms(R), +, ).

0,5 pts (b) Montrer que la famille (I, .J) est une base de 'espace vectoriel (E, +,-).
(2) On pose E* = E '\ {M(0,0)}, et on considere I'application ¢ de C* vers E* définie
par :

p:C* — FE*
a+ib — M(a,b)
0,25 pts (a) Montrer que F est une partie stable de (My(R), x).
0,5 pts (b) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (C*, x) vers (E*, x).
0,5 pts (3) Montrer que (E,+, x) est un corps commutatif.
0,75 pts (4) Résoudre dans I'ensemble F I'équation J x X3 = I, avec X? = X x X x X,

EXERCICE 2 : (3,75 pts)

Soit @ un nombre complexe non nul et @ son conjugué.

Partie I :

On considere dans 'ensemble des nombres complexes C I'équation (E,) d’inconnue z :
(E,): iz*+(a+a—i)z—a—iaa =0

0,5 pts (1) (a) Veérifier que A = (a —a — i)? est le discriminant de I'équation (E,).

0,5 pts (b) Résoudre dans C I'équation (E,).

0,5 pts (2) Montrer que a est solution de I’équation (E,) si et seulement si Re(a) = Im(a).

Partie 11 :

Le plan complexe est rapporté au repeére orthonormé direct (O, i, 7). On suppose que :
Re(a) # Im(a). On considere les points A, B et C' d’affixes respectifs a, ia et (1 + ia).
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0,5 pts

0,5 pts

0,5 pts

0,75 pts

(1) On pose le nombre suivant :
(1+ia) —a
1a—a

7 —

(a) Vérifier que :

S _(i-Na—i

ia—a
(b) Montrer que les points A, B et C sont alignés si et seulement si Im(a) = 1/2.
(2) On suppose ici que Im(a) # 1/2.
Considérons les rotations Ry et R, toutes deux centrées en A, d’angles respectifs
—m/2 et /2.
Notons B’ I'image de B par Ry, C’ I'image de C par R, et E le milieu de [BC.

(a) Déterminer b et ¢, les affixes respectifs des points B" et C".

(b) Montrer que les droites (AE) et (B'C") sont orthogonales et que B'C’ = 2AFE.

0,25 pts

0,5 pts

0,5 pts

0,5 pts
0,5 pts

0,25 pts

0,5 pts

EXERCICE 3 : (3 pts)

Partie I :

On consideére dans Z? I’équation :
(E): 3bu—96v=1

(1) Montrer que le couple (11,4) est une solution particuliere de (E).

(2) En déduire I’ensemble des solutions de I’équation (E).

Partie II :

On considere dans N 1’équation :
(F): 2* =2[97]

(1) Soit = une solution de I’équation (F).

(a) Montrer que le nombre 97 est premier et que les nombres z et 97 sont premiers
entre eux.

(b) Montrer que : 2% = 1[97].
(c) Montrer que : z = 2'1[97].

(2) Montrer que si le nombre entier x vérifie la condition z = 2'[97], alors z est solution
de I’équation (F).

(3) Montrer que I’ensemble solution de I’équation (F') est ’ensemble des nombres entiers
naturels qui s’écrit sous la forme 11 + 97k avec k € N.
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0,5 pts

0,5 pts

0,5 pts

0,5 pts

0,5 pts

0,5 pts

0,5 pts

0,5 pts

0,5 pts
0,5 pts
0,5 pts

0,5 pts

0,75 pts

EXERCICE 4 : (10 pts)

Partie I :

On considere la fonction f définie sur R, par :

flz) =2z —e7"

- =

(Cy) est la courbe représentative de f dans un repeére orthonormé (O, 1, 7).
(1) (a) Calculer la limite :
lim f(x)—2x

T——+00

Puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
(b) Calculer f'(x) pour tout € R, puis dresser le tableau de variations de f.

(c) Montrer que I"équation f(z) = 0 admet une solution unique a dans R telle
que 0 < a < 1.

(d) Etudier le signe de f(z) sur I'intervalle [0, 1].
(2) Tracer la courbe (Cs). On prend o =~ 0, 4.
Partie II :

On considere les deux fonctions ¢ et g définies sur R, par :

(1) (a) Montrer que :

I
)

1 /% _.»
Ve e RY, dc€]0,z] tel que 5/ e Vdt=e¢
0

1
(b) En déduire que : / e Pdt < 1
0

(2) (a) Montrer que : g(a) = /Oa f(t)de

(b) Montrer que la fonction g est dérivable sur Ry et que : Vo € R, ¢'(z) = f(x).
(c) Montrer que I’équation g(z) = 0, admet une solution unique €], 1].
(3) (a) Montrer que la fonction ¢ est continue a droite au point 0.

n utilisant une intégration par parties, montrer que : Vax € R* |
b) En utilisant intégrati ti t Vo € RY
2 x
o(z) =™ + —/ e dt
T Jo
(c) Montrer que la fonction ¢ est dérivable sur R* et que : Vo € R,

2 (7 2
() =—= [ t2etdt
¢'(z) 2 ) e
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0,5 pts

0,5 pts

0,25 pts

0,5 pts

0,5 pts

0,5 pts

0,5 pts

(d) Montrer que : ¢([0,1]) C [0, 1].
(4) (a) Montrer que : Vo € R,
T 3
/ e dt <
0 3

o' ()] <

(c) Montrer que : Vo € R%, ¢(z) =2 <= g(z) =0.

(b) Montrer que : Vz €]0, 1],

Wl o

(5) On consideére la suite (u,),>o définie par :

2
Ug = =

3
Upr1 = p(u,) VneN

(a) Montrer que : Vn € N, 0 <w, <1.

(b) Montrer que : Vn € N,
2 n
_Bl< [z

(c) En déduire que la suite (u,),>0 est convergente et calculer :

lim u,.
n—-+400
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