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Problème (sur la fonction σ)

Pour tout n dans N∗, on note Dn l’ensemble des diviseurs de n dans N∗ et σ(n) la

somme des éléments de Dn, c’est-à-dire

σ(n) =
∑
d∈Dn

d.

Exemple :

σ(10) = 1 + 2 + 5 + 10 = 18.

1 Soit n ∈ N∗, montrer que n est premier si, et seulement si, σ(n) = n+ 1.

2 Pour p premier et α ∈ N∗, calculer σ(pα).

3 Soient a et b dans N∗ tels que a ∧ b = 1 et soit f l’application définie par

f : Da ×Db → Dab, (k, l) 7→ f(k, l) = kl.

a) Montrer que f est injective, c’est-à-dire : pour tous (k, l), (k′, l′) de Da ×
Db, on a

f(k, l) = f(k′, l′) ⇐⇒ (k, l) = (k′, l′).

b) Soit d ∈ Dab, on pose k = d ∧ a et l = d ∧ b. Montrer que d = kl et

conclure que f est bijective.

c) En déduire que σ(ab) = σ(a)σ(b).

4 En déduire que pour tout entier s ≥ 1 et tous a1, . . . , as ∈ N∗ premiers entre

eux deux à deux, on a

σ

(
s∏

k=1

ak

)
=

s∏
k=1

σ(ak).

5 Pour tout entier n ≥ 2, exprimer σ(n) à partir de la décomposition en facteurs

premiers de n.

Application : Un entier non nul n est dit parfait lorsque σ(n) = 2n (par exemple

6 est un nombre parfait).
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6 Montrer que les nombres parfaits pairs sont les nombres d’Euclide, à savoir les

entiers de la forme Ek = 2k(2k+1 − 1) où k ∈ N∗ avec 2k+1 − 1 premier.

∗

∗ ∗

Fin
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