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Problème (Sur les ensembles transitifs)

Soit E un ensemble éventuellement vide, dont les éléments sont des ensembles. On dit

que E est transitif si

∀x, x ∈ E =⇒ x ⊂ E.

1 Les ensembles suivants sont-ils transitifs (où ∅ désigne l’ensemble vide) :

a) E1 = ∅
b) E2 = {∅}
c) E3 = {∅, {∅}}
d) {{∅}}

2 Soit X un ensemble quelconque. On note P0(X) = X et P1(X) = P(X),
l’ensemble des parties de X . On définit alors par récurrence sur n, pour tout n ⩾
1,

Pn+1(X) = P(Pn(X)).

a) Soit X = {1, 2}. Déterminer P2(X).

b) Déterminer P1(∅),P2(∅),P3(∅).

c) Montrer que si X est transitif, alors l’ensemble P(X) est transitif.

d) Montrer que si X est transitif, alors pour tout n ∈ N,Pn(X) est transitif.

3 Montrer que si E est transitif, alors E ∪ {E} l’est également.

4 Soit (Ei)i∈I une famille (finie ou infinie) d’ensembles transitifs. Montrer que les

ensembles
∪
i∈I

Ei et
∩
i∈I

Ei sont transitifs.
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