
Modèle 1 du Devoir surveillé 1 – Première année Bac sciences Maths

Chapitres. Logique et raisonnements; Ensembles et applications

Durée. 3 heures

Réalisé par le professeur Saad Choukri

Note. L’usage de la calculatrice non programmable est autorisé. Une attention particulière

sera portée à la présentation, à la lisibilité et à la rigueur de la rédaction. Les réponses non

argumentées seront ignorées.

Exercice 1 (2.5 points)

Soit x un nombre réel.

11.5pts Montrer que

| cos(x) + sin(x)| ≤
√
2

21pts Pour x parcourant l’ensemble des nombres réels R, déterminer la valeur maximale

de l’expression sin(x) cos(x). Justifier votre réponse.

Exercice 2 (4.5 points)

On dispose d’élèves x répartis dans des classes c. Chaque classe est donc un ensemble

d’élèves. Ainsi x est dans la classe c se traduit par x ∈ c. On note C l’ensemble des

classes, A l’ensemble des anglophones et E l’ensemble des hispanophones.

Formaliser les assertions suivantes, puis les nier.

10.5pts Il existe un élève étudiant l’anglais.

20.5pts Dans toutes les classes, il existe un élève étudiant l’anglais.

30.5pts Cet élève X étudie l’anglais et l’espagnol.

40.5pts Au moins un élève étudie l’anglais et l’espagnol.

50.5pts Tous les élèves étudiant l’espagnol étudient également l’anglais.

61pts Dans toutes les classes, au moins un élève étudie à la fois l’anglais et l’espagnol.

71pts Dans une classe au moins, tous les élèves étudient à la fois l’anglais et l’espagnol.
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Exercice 3 (3 points)

Soit n ≥ 3 un entier naturel.

11.5pts Montrer par récurrence que le nombre de diagonales d’un polygone convexe à n
sommets vaut

n(n− 3)

2

21.5pts Proposer une autre méthode pour prouver le résultat.

Exercice 4 (2 points)

Soit A1, . . . , Ak des parties d’un ensemble. Montrer que

A1∪· · ·∪Ak = (A1−A2)∪(A2−A3)∪· · ·∪(Ak−1−Ak)∪(Ak−A1)∪(A1∩· · ·∩Ak)

Exercice 5 (8 points)

Soit E un ensemble et f : E −→ E une bijection. La conjugaison par f est

l’application

Cf : EE −→ EE, φ 7−→ f ◦ φ ◦ f−1.

11.5pts Montrer que Cf est une bijection de EE dans lui-même.

21.5pts Étant donné une deuxième bijection g de E dans E, simplifier Cf ◦ Cg.

31.5pts Étant donné deux applications φ et ψ deE dansE, simplifier Cf(φ) ◦Cf(ψ).

41.5pts Soient I et S les sous-ensembles deEE constitués des injections et des surjections.

Montrer que I et S sont invariants par Cf .

52pts Si φ est bijective, que dire de (Cf(φ))
−1 ?

Remarque. L’ensemble EE désigne l’ensemble des applications f : E → E.
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Bonus (4 points)

Construire une surjection de N sur lui même admettant exactement pour tout entier de

l’ensemble d’arrivée p antécédents où p ≥ 1 est un entier donné. En construire une pour

laquelle chaque entier naturel admet une infinité d’antécédents.

∗ ∗ ∗

Fin
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