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Exercice 1 (3,5 points)

Dans IM2(R) on pose I =

(
1 0

0 1

)
, J =

(
0 1

−1 1

)
et on considère l’ensemble

E =

{
M(a, b) =

(
a b

−b a + b

)
/ (a, b) ∈ R2

}

(1)

(a) Montrer que (E,+, ·) est un sous-espace vectoriel de (IM2(R),+, ·). (0,25 pt)

(b) Montrer que (I, J) est une base de (E,+, ·), puis en déduire dim E. (0,25 pt)

(2)

(a) Vérifier que J2 = J − I, puis en déduire que J3 = −I et que J6 = I. (0,5 pt)

(b) Montrer que E est une partie stable de (IM2(R),×). (0,25 pt)

(3) On pose ω = ei π
3 et on considère l’application f définie de C vers E par f (a + bω) = M(a, b), où

(a, b) ∈ R2.

(a) Montrer que (1, ω) est une base de l’espace vectoriel réel C, puis que f est bijective. (0,25 pt)

(b) Montrer que f est un isomorphisme de (C∗,×) vers (E∗,×). (0,75 pt)

(c) En déduire que (E∗,×) est un groupe commutatif. (0,25 pt)

(4)

(a) Montrer que (E,+,×) est un corps commutatif. (0,5 pt)

(b) Déterminer l’inverse de toute matrice M(a, b) de E∗. (0,25 pt)

(5) Résoudre dans E l’équation (Π) X3 = J. (0,25 pt)

Exercice 2 (3 points)

Pour tout n de N∗ on pose an = 2 × 7n + 3 × 5n − 5.
(1)

(a) Montrer que
(
∀n ∈ N∗); an+1 ≡ an [24]. (0,5 pt)

(b) En déduire que
(
∀n ∈ N∗); an ≡ 0 [24]. (0,25 pt)

(2) Soit p un nombre premier tel que p > 7.

(a) Montrer que ap−1 ≡ 0 [p]. (On pourra utiliser le théorème de Fermat.) (0,5 pt)

(b) En déduire que l’entier naturel ap−1 est divisible par 24p. (0,25 pt)

(3) On considère dans Z2 l’équation (E) a3x − a2y = 5a1.

(a) Montrer que (E) est équivalente à l’équation 44x − 7y = 5. (0,5 pt)

(b) Résoudre l’équation (E) en précisant les différentes étapes de la résolution. (0,5 pt)

(c) Pour tout q de N on pose xq = 7q + 6 et yq = 44q + 37. Montrer que le couple
(
xq, yq

)
est solu-

tion de (E), puis déterminer les valeurs de q pour lesquelles xq ∧ yq = 1. (0,5 pt)
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Exercice 3 (3,5 points)

On considère dans C l’équation (E) z2 −
(
3 + eiθ) z + 2

(
1 + eiθ) = 0, où θ ∈ ]0; 2π[.

(1) Résoudre (E) dans C, puis écrire chacune des solutions sous forme exponentielle. (0,75 pt)

(2) Le plan complexe (P) est rapporté à un repère orthonormé direct (O; u⃗; v⃗). On considère les points
A(2) et B

(
1 + eiθ).

(a) Montrer que |zB − 1| = 1, puis en déduire l’ensemble (Γ) décrit par le point B lorsque θ décrit
]0; 2π[. (0,5 pt)

(b) Montrer que pour tout θ de ]0; 2π[ le triangle OAB est rectangle en B. (0,75 pt)

(c) Déterminer les valeurs de θ pour lesquelles OB = AB. (0,75 pt)

(d) Calculer l’aire du triangle OAB en fonction de θ, puis déterminer sa valeur maximale. (0,5 pt)

(e) Déterminer, en fonction de θ, l’affixe du point C image de B par la rotation de centre A et d’angle
π

2
. (0,25 pt)

Problème (10 points)

Partie I. (2 points)

(1) Montrer que (∀t ∈ ]−1;+∞[) ;
t

1 + t
≤ ln(1 + t) ≤ t. (0,75 pt)

(2) En déduire que (∀x ∈ R∗
+) ;

1
1 + x

≤ ln
(

1 +
1
x

)
≤ 1

x
. (0,5 pt)

(3) En déduire lim
x→+∞

x ln
(

1 +
1
x

)
. (0,5 pt)

(4) Montrer que (∀t ∈ R∗
+) ; ln(1 + t) ≥ t − t2

2
. (0,25 pt)

Partie II. (4 points) Soit f la fonction définie sur ]0;+∞[ par f (x) = x ln
(

1 +
1
x

)
, et soit

(
C f
)

sa courbe

dans un repère orthonormé
(

O; i⃗; j⃗
)

.

(1) Calculer lim
x→0+

f (x), puis déterminer les asymptotes de
(
C f
)
. (0,5 pt)

(2) Montrer que (∀x ∈ ]0;+∞[) ; f ′(x) = ln
(

1 +
1
x

)
− 1

1 + x
, puis en déduire le signe de f ′ et dresser

le tableau de variations de f . (0,75 pt)

(3) Montrer que (∀x ∈ ]0;+∞[) ; f ′′(x) =
−1

x(1 + x)2 , puis étudier la concavité de
(
C f
)
. (0,5 pt)

(4) Construire
(
C f
)
. (0,75 pt)

(5) Montrer que f réalise une bijection de ]0;+∞[ vers ]0; 1[. (0,5 pt)

(6) Montrer que pour tout n de N tel que n ≥ 2 il existe un unique réel βn de ]0;+∞[ tel que f (βn) =

1 − 1
n

, puis montrer que la suite (βn)n≥2 est croissante. (0,75 pt)

(7) Déterminer lim
n→+∞

βn. (0,25 pt)

Partie III. (2 points) Pour tout n de N∗ on pose un = f (n).
(1) Montrer que la suite (un)n∈N∗ est croissante et convergente, puis calculer sa limite. (0,5 pt)

(2) En déduire lim
n→+∞

(
1 +

1
n

)n

. (0,5 pt)

(3) Montrer que
(
∀n ∈ N∗); (1 +

1
n

)n

≤ e ≤
(

1 +
1
n

)n+1

. (0,75 pt)

(4) En déduire un encadrement de n
(

e
1
n − 1

)
, puis calculer lim

n→+∞
n
(

e
1
n − 1

)
. (0,25 pt)
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Partie IV. (2 points) Soit F la fonction définie sur R∗
+ par F(x) =

∫ 2x

x
ln
(

1 +
1
t

)
dt.

(1) Montrer que (∀x ∈ R∗
+) ; x ln

(
1 +

1
2x

)
≤ F(x) ≤ x ln

(
1 +

1
x

)
. (0,5 pt)

(2) En déduire lim
x→0+

F(x), puis montrer que F est prolongeable par continuité en 0. (0,5 pt)

(3) Montrer que F est dérivable sur R∗
+ et que F′(x) = 2 ln

(
1 +

1
2x

)
− ln

(
1 +

1
x

)
. (0,5 pt)

(4) Montrer que F′ est positive sur R∗
+, puis dresser le tableau de variations de F en précisant lim

x→+∞
F(x).

(0,5 pt)

FIN DU SUJET
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