Saad Choukri

Chapitre XV : Généralités sur les espaces vectoriels

Terminale SM

NS N 5

ESPACES VECTORIELS

‘O‘;Léa‘

Chapitre XV — Série d’exercices

Saad Choukri

Terminale SM

e

Rappels et notations. K désigne un corps commutatif, en pratique Q, R ou C ; lorsque K = R, on dit que E est
un espace vectoriel réel. On note F(X,R) ’espace vectoriel des fonctions de X dans R, et R[X] celui des polynomes d
coefficients réels. Pour une partie A de E, Vect(A) désigne ’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de A. Une
famille (ex)aer, ot I est quelconque, est dite libre si toute sous-famille finie [’est.

= Exercice 1. Un espace de fonctions

D e—m————

- Exercice 4. Deuz sous-espaces de R?

Soit F' I’ensemble des fonctions numériques f définies
par f(z) = azx + blz|, ou a,b € R.
(1) Montrer que F' est un espace vectoriel réel.

(2) Déterminer une base de F' et en déduire sa di-
mension.

5 Exercice 2. Le sous-espace engendré

Soient £ un K-espace vectoriel et A une partie non
vide de F.

(1) Montrer que Vect(A) est un sous-espace vectoriel
de E.

(2) Montrer que Vect(A) est le plus petit sous-espace
vectoriel de E contenant A, au sens de l'inclusion.

(3) Montrer que A C B entraine Vect(4) C
Vect(B), et que Vect ( Vect(A)) = Vect(A).

- Exercice 3. Intersection, somme et réunion

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-
espace vectoriel E.

(1) Montrer que FNGet F+G ={z+y |z € F, y €
G} sont des sous-espaces vectoriels de E.

(2) Montrer que F'U G est un sous-espace vectoriel
de E si et seulement si F'C G ou G C F.

(3) Montrer que F'+ G = Vect(F UG).

On pose
F={(z,y,2) €R3|x+y—|—z:0},
G = Vect ((1,1,1)).

(1) Montrer que F' et G sont des sous-espaces vecto-
riels de R? et déterminer une base de chacun.
(2) Déterminer F'NG.

(3) Montrer que F' et G sont supplémentaires dans
R3.

- Exercice 5. Familles de vecteurs de R®

On considere les vecteurs

uw=(1,2,-1), v=(2,-13), w=(4,3,1).

(1) La famille (u,v,w) est-elle libre ? génératrice de
R3 7

(2) Déterminer une base de Vect(u,v,w) et sa di-
mension.

(3) Compléter cette base en une base de R3.

- Exercice 6. Une base de R, [X]

Soient n un entier naturel et @ un nombre réel. On
note R, [ X] l'espace vectoriel des polynémes de degré
inférieur ou égal a n.

(1) Montrer que R, [X] est de dimension n + 1.
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(2) Montrer que la famille (1, X — a, (X —
a)?, ..., (X —a)") est une base de R,[X].

(3) En déduire les coordonnées du polyndéme X2 dans
cette base lorsque n = 2.

- Exercice 7. Un espace de suites

Soit E 'ensemble des suites réelles (up)nen vérifiant

(Vn €N), Upta = Upt1 + Up.

(1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de
I’espace des suites réelles.

(2) Montrer que l'application qui & une suite de E
associe le couple (ug,u;) est une bijection de E
vers R2. En déduire la dimension de E.

(3) Soient ¢ et 9 les deux racines de 22 —z — 1 = 0.
Montrer que les suites (¢™) et (™) forment une
base de E.

e Exercice 8. Solutions d'une équation différentielle

Soit S ’ensemble des fonctions f deux fois dérivables

sur R vérifiant f” + f = 0.

(1) Montrer que S est un sous-espace vectoriel de
F(R,R).

(2) Montrer que la famille (cos,sin) est libre dans
F(R,R).

(3) En admettant que toute fonction de S s’écrit

r — Acosx + psinz, déterminer la dimension
de S.

58 Exercice 9. Fonctions paires et fonctions impaires

On note P (respectivement /) ’ensemble des fonc-
tions paires (respectivement impaires) de F(R,R).

(1) Montrer que P et I sont des sous-espaces vecto-

Chapitre XV : Généralités sur les espaces vectoriels

Terminale SM

riels de F(R,R).

(2) Montrer que PN I = {0}.

(3) Montrer que P et I sont supplémentaires dans
F(R,R).

- Exercice 10. Fonctions périodiques

Soit 7" > 0 un nombre réel et Ep ’ensemble des fonc-
tions de R dans R qui sont T-périodiques.

(1) Montrer que Ep est un sous-espace vectoriel de
F(R,R).

(2) L’ensemble de toutes les fonctions périodiques
est-il un sous-espace vectoriel de F(R,R) ? On
pourra considérer les fonctions z +— sinz et

T —> sin ($\/§)

Exercice 11. Une droite de C

9%

Soit w un nombre complexe non nul. On désigne par
wR l'ensemble {wz | z € R}.

(1) Montrer que wR est un sous-espace vectoriel de
C vu comme un espace vectoriel réel, et préciser
sa dimension.

(2) Pour quelle condition sur w ’ensemble wR est-il
un sous-espace vectoriel de C vu comme un C-
espace vectoriel 7

- Exercice 12. Une famille libre sur Q

On considere R comme un espace vectoriel sur le

corps Q.

(1) Montrer que la famille (1, \/5) est libre sur Q.

(2) Montrer que la famille (1,v/2,/3) est libre sur
Q.

(3) En déduire que R n’est pas un Q-espace vectoriel
de dimension finie.

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

- Exercice 13. Complezification d’un espace vectoriel

Soit F un espace vectoriel réel. On munit £ X £ de
I’addition usuelle

(z,y)+ (@)= (@@ +2', y+y)

et de la multiplication externe par des complexes
définie par

(a+1ib)  (z,y)=(a-z—b-y, a-y+b-x).

e Muni de ces lois, montrer que F x E est un C-
espace vectoriel.

- Exercice 14. Liberté de familles de fonctions

(1) Montrer que dans I’espace vectoriel des fonctions
continues, la famille des fonctions (f))yer ou
fr:x— e est libre.

(2) Montrer que dans ’espace vectoriel des fonctions
continues, la famille des fonctions (f))yer ou
fa s & cos(Ax) est libre.

- Exercice 15. Une famille de fonctions affines par

morceauxr

Pour tout A € R, on note g, la fonction définie sur R

par gx(z) = |z — Al.

o Montrer que la famille (g))aer est libre dans
F(R,R).
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- Exercice 16. Polynomes de degrés échelonnés

On note R[X] lespace vectoriel des polynomes.
On considére une famille de polynomes F =
(P, Py, ..., P,) telle que

deg(Py) < deg(Pe) < --- < deg(P,)

(on dit que F est une famille de polynomes de degrés
échelonnés).

e Montrer que la famille F est libre.

5 Exercice 17. Réunion de sous-espaces vectoriels
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(1) Soit (F})ier une famille non vide de sous-espaces
vectoriels d’un K-espace vectoriel E (avec K = R
ou C). On suppose que pour tout (i,5) € I?, il
existe k € I tel que F;UF; C Fj. Démontrer que
Uier Fi est un sous-espace vectoriel de E.

(2) Soient K un corps commutatif, £ > 2 un entier,
E un K-espace vectoriel et (V;)1<i<; une famille
de k sous-espaces vectoriels stricts de E (les V;
sont différents de {0} et de E). Si [J;<;<; Vi est
un sous-espace vectoriel, montrer que le corps K
est fini et que son nombre d’éléments est < k— 1.
Cette inégalité peut-elle étre une égalité ?

Fin de la série — Saad Choukri, Terminale SM
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