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- Exercice 1. Trois calculs d’intégrales

o Déterminer les valeurs des intégrales suivantes
sin(2¢t)

x z o
I:/Q.dt, J:/ — T at,
o 1+ 2sint o cost+sint

K = / (cos6 t + sin® t) dt.
0

- Exercice 2. Une symétrie du domaine

(1) Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Mon-
trer que

/abf(t)dt—/abf(aer—t)dt.

(2) (Application) Calculer les intégrales suivantes

I:/1 (VI—t—V1+t)dt,
—1l

e]:/f<®gn——3asgdh

6

K:/ tsintdt.
0

- Exercice 3. Un changement de variable

(1) En utilisant le changement de variable ¢ = x +
V1 + 22, déterminer la valeur de I'intégrale

1
1
= —dz.
/0 V1 + x2
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(2) En déduire le calcul de l'intégrale

1
J—/ V1+22dz.
0

- Exercice 4. Intégrale d’une fonction périodique

Soit f : R — R une fonction continue et périodique
de période T" > 0.

e Montrer que pour tout réel a et tout entier relatif

n, on a
a+nT a+T
/+ f(:r)d:v:n/+ f(x)dx.

= Exercice 5. Positivité de l’intégrale

(1) Soit f : [a,b] = R (ou a < b) une fonction con-
tinue, positive et non nulle. Montrer que

/abf(x)dx>0.

(2) Soit g : [a,b] - R (ot @ < b) une fonction
numérique continue. Montrer 'implication

b
/ ¢ (r)de =0 = g=0.

- Exercice 6. Une somme de Riemann

Soit & > 0 un nombre réel donné.
o Déterminer la limite de la suite (Uy,)n>0 de terme
général

I RS ettt

S
na+1 .

Un =

5% Exercice 7. Une seconde somme de Riemann
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o Déterminer la limite de la suite (V;,),>0 de terme

général
n
k. km
V, = E — sin e
n n
k=0
- Exercice 8. Une intégrale nulle et un zéro
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Soit f : [0,7] — R une fonction continue vérifiant

/ " sin(8) (1) dt = 0.
0
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- Exercice 9. Une primitive a déterminer

o Déterminer une primitive sur R de la fonction
3
f:z x%e®.

- Exercice 10. Une minoration de lexponentielle

Soit n un entier naturel.

e Montrer que pour tout réel x > 0, on a

no ok
. v , 7
Montrer qu’il existe un nombre réel a € [0, 7] tel exp(z) > Z —
que f(a) =0. il
EXERCICES SUPPLEMENTAIRES
s Exercice 11. Une intégrale de Wallis-Euler Indication.  Ordonner les a; sous la forme
a; < ag < < ay, noter A (respective—

e Montrer que pour tous entiers naturels p et q,

1 1!

pq:
I _—/ Pl —t)0dt = ————.
b,q 0 ( ) (p q 1)'

. Exercice 12. Intégrale de Poisson

Soit r €] — 1,1[ un nombre réel et on considere
Iintégrale

I—/ ln(r2—2rc089+1)d0.

—T

(1) Montrer que l'intégrale I existe.

(2) Montrer que pour tout entier naturel n > 2, on
a

XM _1=(X-1)(X+1)

(3) Montrer que pour tout entier naturel n > 2, on

a
n—1
T Z ln<r2 —2r cos<lm> + 1>
n e~ n

:”m<@%_1NT—U>
n r+1 ’

(4) Utiliser ce qui précede pour calculer l'intégrale I.

- Exercice 13. Intégrales et inégalités

(1) (Inégalité arithmético-géométrique) Montrer que
pour tous réels aq,...,a, > 0, on a

a1 +ag+---+ap
n

> Yairay ... anp.

ment () la moyenne arithmétique (respective-
ment géométrique) des a;, puis écrire

ou l'indice k vérifie ap, < G < ag1.
(2) Soient ar,..
Montrer que

., ay des nombres réels, ou n > 1.

1

ft)dt =
0. On pose = min(g 1] f et § = maxjg y) f. Mon-
trer que

(3) Soit f : [0,1] — R continue telle que

/1 At dt < —ap.
0

- Exercice 14. Inégalité de Young

(1) Soit f: [0,400[— [0, 4o00[ une fonction contind-
ment dérivable telle que f(0) = 0, f/ > 0 et
lim f(x) = +o00. Montrer que pour a > 0,

T—r+00

a f(a)
aﬂ@=Af®ﬁ+A £l dt,

puis que, pour tout b > 0,

a b
=il
abg/o f(t)dt+/0 £ dt.

Co== Page2 =95



Saad Choukri Chapitre VIII : Calcul intégral Terminale SM

S s e . . b b
(2) Etablir que I'inégalité de la question précédente < ( / =20 dt) » ( / (1) dt> '

reste valable si on suppose seulement f con-

tinue et strictement croissante, avec f(0) = 0 et (2) (Application) Soit f : [a,0] — R une fonction

xE‘Eoof (x) = +o0. continue a valeurs strictement positives. Mon-
trer que
- Exercice 15. Inégalité de Cauchy-Schwarz
(1) (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient f,g : / f(t)dt X/ 7dt > (b—a)’.

[a,b] — R deux fonctions continues. Montrer

b ([ stat0 dt)2
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