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- Exercice 1. Module et argument - Exercice 6. Deuz sommes trigonométriques

e Déterminer le module et I'argument du

nombre
complexe

Soient a et x ¢ 277 des nombres réels et n un entier
naturel non nul.

o Simplifier les sommes
z=1\/2+V2+i\/2- V2 .

n
n
S = E sin(a + kz), g = E ( )cos(kx).
- Exercice 2. Inégalité du parallélogramme k=0 k=0

/
° Montrer que pour tOU.S nombres COmp].eXeS < et < Y 8% Exercice 7. Trois nombres de module 1
on a

0 0 p On désigne par U ’ensemble des nombres complexes
2l + |2 < |z + 2 + ]2 = 2.

de module 1.
- Exercice 3. Cuaractérisation du triangle équilatéral

e Montrer que pour tous a, b et ¢ éléments de U, on
Soient A, B et C trois points du plan complexe &

d’affixes respectives a, b et c. la 4+ b+ c| = |ab+ be + cal.
e Montrer que le triangle ABC' est équilatéral si et

X = Exercice 8. Les coordonnées entiéres
seulement si

(1) Soit ABCD un carré dans le plan complexe.
a® 4+ b* 4 ¢® = ab + be + ca. Prouver que si A et B sont & coordonnées en-
tieres, il en est de méme de C' et D.
- Exercice 4. Image du cercle unité

(2) Peut-on trouver un triangle équilatéral dont les

.. L ) trois sommets sont a coordonnées entieres ?
e Quelle est I'image du cercle unité privé du point

d’affixe 1 par I'application z — ?

7 Exercice 9.
1-=2 =

Inégalités sur les nombres complezes

e Exercice 5. Un cas d’égalité et alignement

(1) Montrer que pour tous nombres complexes u et
v, on a
On munit le plan complexe d’un repeére orthonormé
direct (0,7,7). Soient M(z) et M’'(z') deux points lu + v |ul o]
distincts de O et distincts entre eux, tels que |z+2/| =
2] + 12/

I+ |ut+v — 1+Jul  1+]v|
e Montrer que les points O, M et M’ sont alignés. (2) Soient 2z, 29, .

.., 2n des mnombres complexes.
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Montrer que

> k=1 2] ~ |zl
L D e R Y

(3) Soient z et 2’ deux nombres complexes. Montrer
que
|2+ 2P < (1+]2%) (1+1]]%).

Exercice 10.

- Une inégalité géométrique

Soient z € C* et § €] — 7, 7] son argument principal.

« Montrer que |z — 1| < ||z — 1] + |2||6].

- Exercice 11. Un rapport réel

Soient 21, 29, ..., 2, des nombres complexes non nuls
de méme module.

e Montrer que le rapport

(21 + 22)(22 + 23) - - - (2 + 21)
21290 2,

est un nombre réel.

- Exercice 12. Racines de l'unité et alignement

Soient z1,29,...,2, les solutions complexes de
I’équation 2" = 1. Dans le plan complexe, on note M;
le point d’affixe (1 + z;)™ pour tout i € {1,2,...,n}.

e Montrer que les points M; sont tous alignés.

% Exercice 13. Une équation a inconnue complexre

e Trouver tous les nombres complexes z vérifiant
I’équation

Z(z—1)=22(z—1).

- Exercice 14. Un ensemble de points

On munit le plan complexe d’un repeére orthonormé
direct (O, u,7) et on considére un triangle ABC' ou
a, b et c sont les affixes respectives des points A, B
et C.

o Déterminer I'’ensemble A des points M du plan
d’affixe z vérifiant

Z—a

—— e R.
b+c—2a

- Exercice 15. Une suite de nombres complexes

On considere la suite complexe (z,) définie par zy =
1+7et

Zn+l = I End i |zn|
3

pour tout entier naturel n.

o Montrer que la suite (z,) converge et déterminer
sa limite.
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- Exercice 16. Nombres complezes et géométrie

Soit ABC un triangle, AEC et AF B deux triangles
isoceles et rectangles en A, et [ le milieu de [E'F].

o Montrer que les droites (BC') et (I A) sont perpen-

diculaires et que I A = =

8 Exercice 17. Racine réelle d’un polynome

e Montrer que tout polyndéme a coefficients réels de
degré impair admet une racine réelle.

Exercice 18. Une homographie du demi-plan

~9%

On note E I’ensemble des nombres complexes qui ne
sont pas réels. Soient a, b, ¢ et d quatre nombres réels
vérifiant ad — bc = 1. On considere f de E dans C

définie par f(z) = azi_s.
cz

(1) Justifier que f est bien définie.
(2) (a) Démontrer que pour tout z € E,

az+b Im(z)
Im = .
cz+d lcz + d|?
(b) En déduire que pour tout z € F,

az+b
f— I = o
m(cz—i—d) 0 < Im(z)=0

(3) Démontrer que f est une bijection de E dans E.

- Exercice 19. Racines cinquiémes et nombre d’or

Dans le plan complexe P, on donne les points B, D,
E, C et A d’affixes respectives

ZB = COS 5 7 S1n 5 5

2 3 4 5
ZD:ZB, ZE:ZB, ZC':ZB, ZA:ZB.
(1) Montrer que z4, 2B, 2¢, zp €t zg sont les racines
cinquiémes de I'unité et que leur somme est nulle.
Placer les points A, B, C, D et E dans le plan

complexe.
(2) Calculer OA - (O_z>4+0?+0?+0?+0?>,

puis en déduire que

2 4
1 +2(:os<gr> +2cos(57r> =0.

2

(3) Soit xg la racine positive de I'équation z*—z—1 =

4
0. Comparer xg et COS(;).

(4) On sait que dans tout triangle ABC,

|4B| _ IBC _ IAC)

sin C sin A sin B
Pour les points A, B et C définis a la premiere
]
I BA|

question, déterminer et comparer ce ré-

sultat a xg.
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(5) Soient M, N, P et @ les sommets consécutifs
d’un carré et I le milieu du c6té [MQ)]. Sur le pro-
longement du segment [M @], on prend le point

MJ
tel 1J = IP. Calcul
J tel que 1.J Calculer VN

I, Q et J sont alignés dans cet ordre).

(les points M,

- Exercice 20. Une transformation du plan compleze

Dans le plan complexe P muni d'un repere or-
thonormé (O, i, ), on considére 'application f de
C vers C telle que
14iv3)z+22
(1) Résoudre dans C ’équation f(z) = 0.
(2) Pour tout entier naturel n, on pose zg = 1 et
Zn+1 = f(zn), et on note u,, le module de z,.

(a) Montrer que pour tout entier naturel n, on
a0 <up < 3Un-
(b) En déduire que la suite (uy,)n,>0 converge et
déterminer sa limite.
(3) On note M, I'image du nombre complexe z, et
on pose S, = OMy + OM;y + - - -+ OM,,.
(a) Montrer que pour tout entier naturel n, on
a S, <3.
(b) Montrer que la suite (S,,) est convergente.
9 avec €] — m, 7] et r > 0.
2 7
(a) Montrer que f(z) = 37 cos (9 -+ %) e's.
(b) Montrer que les points M,, (pour n € N) sont
tous alignés.

(4) On pose z = re

- Exercice 21. Identité de Machin

Pour tout nombre complexe z, on pose P(z) = 22 —

(2 + 61)2.
(1) Résoudre dans C I’équation P(z) = 4 — 6i.
(2) On pose u = 1+ 5i, v =1+1i et w = 239 — 4,

. 1 1
ainsi que o = arctan( — | et § = arctan| — |.
5 239

v = 4w.

(a) Montrer que u

(b) Déterminer, en fonction de a, 'argument du
nombre complexe u, et en fonction de (8 celui
de w.

(c) (Identité de Machin) En déduire que

1 1 T
4arctan| - | —arctan| — | = —.
( 5 ) ( 239) 4
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Exercice 22. Mazimum d’un module sur le cercle unité

-9

On considere la fonction f : U — R définie par
f(z) = ‘23 — 2+ 2|, ou U désigne I'ensemble des nom-
bres complexes de module 1.

o Déterminer le maximum de la fonction f.

- Exercice 23. Une suite complexe géométrique

Soit (2 )nen la suite numérique définie par zg = 141
et par la relation de récurrence

1

Zn+1 = —EZn.

(1) Prouver que la suite de terme général |z,| est une
suite géométrique.
(2) Exprimer arg(z,) en fonction de n.

= Exercice 24. Identités sur l'argument principal

(1) Montrer que largument principal du nombre
complexe z = 1+ ix vaut arctan(z), ou z est
un nombre réel.

(2) Soit z = = + ¢y un nombre complexe de partie
réelle x non nulle.

(a) On suppose x > 0. Montrer que arg(z) =
arctan(%) [27].

(b) Exprimer argz d’une maniére analogue,
modulo 27, si x est supposé strictement né-
gatif.

(3) Soit z = x + iy un nombre complexe appartenant
au cercle unité et différent de —1. Prouver que

arg(z) = 2arctan<xi/_1> [271].

 Exercice 25.

de l’unité

Moyenne d’un polynéme sur les racines

Soient P un polynome a coefficients complexes, m >
. ;2m
2 un entier naturel et w = e'm .

(1) Montrer que

P(1) + P(w) + P(w?) + - --

+ P(w™ 1)

— P(0)

lorsque le degré de P est strictement inférieur a
m.

(2) Interpréter géométriquement le résultat obtenu.

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES

Co== Page3 9O



Saad Choukri

- Exercice 26. Un produit de sinus

Soit n > 2 un entier naturel.

e Montrer que

Exercice 27. Produit de sommes de deuz carrés

-5
Soient p un entier naturel non nul et ag,...,a,,
b1,...,b, des nombres rationnels.

e Montrer qu’il existe deux nombres rationnels x et
y tels que
P
H (ai + bi) =22 + 92
k=1

- Exercice 28. Un ordre sur trois quotients

Soient x, y et z trois nombres complexes deux a deux
différents tels que y =tz + (1 — t)z, ou t €10, 1[.

o Montrer que

ol =1ol , Il =lel Il = lal
2=yl — lz—2 — ly—2

- Exercice 29. Une somme de Gauss

2im

Soit n un entier naturel impair. On pose w = e » et

n—1
S Z Wk
k=0
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(1) Ecrire |S|? comme une somme double, puis mon-
trer que

n—1 n—k—1

|S‘2 _ Z Z w?pk+p2'

k=0 p=—k

(2) (a) Montrer que Papplication p — w?*7° est n-
périodique, pour tout k € {0,1,...,n —1}.
(b) En déduire, pour tout k£ € {0,1,...,n — 1},
n—k—1
une écriture simplifiée de Z w2PkP?
p=—k
n—1
(3) Simplifier Zprk pour tout entier relatif p.
k=0
(4) En déduire 1’égalité |S| = v/n.

Exercice 30. Une sous-somme de module minoré

-8
On considere n > 2 nombres complexes z1, 2o, ..., 2p
tels que
|z1] + 22| + - + |za| = 1.
o Montrer qu’il existe une partie S de {z1, 22, ..., 2,}
telle que

N[ =

o

z€S

>

Fin de la série — Saad Choukri, Terminale SM
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