e’ | &——S . o
DEVOIR SURVEILLE N° 6 — MODELE 3

Arithmétique — Structures algébriques — Suites et calcul intégral

— o o<

28me Bac Sciences Maths e Durée 4 heures o Barémesur20 e Prof. Saad Choukri

,{_>>§ Exercice 1 (3,5 points)
Pour tout n de N* \ {1} on pose A, = (n!)? + 1.
Montrer que (Vn € N*\ {1}); A, =1[2]. (0,25 pt)
Montrer que pour tout n de N* \ {1}, A, admet un diviseur premier p, tel que p, > n.
(0,75 pt)
On suppose que p, = 3 [4] et on pose p, = 4k + 3, ou k € N. Montrer que p,, / (n!)P* + n!et
que A, / 1+ (n!)22k+1), (0,75 pt)
En déduire que (Vn € N* \ {1}); p, =1 [4]. (0,75 pt)
Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers positifs s’écrivant sous la forme 4k + 1,
ouk € N*. (1 pt)
*%%. Exercice 2 (4,5 points)
Partie I.

On considere dans Z x Z 'équation (E) 148x — 97y = 1.

En utilisant 1’algorithme d’Euclide, montrer que (—19; —29) est une solution particuliere

de (E). (0,5 pt)
Résoudre 'équation (E) en détaillant les étapes de la résolution. (0,5 pt)
Résoudre dans Z /1487 1'équation (F) 97 x u = 1. (0,5 pt)
n=2I4]
On considere dans Z le systeme (S) { n = 6 [37]
n=71[97]
Montrer que (Vn € Z); (n =2[4] et n=6[37]) < n =6 [148]. (0,5 pt)
En déduire 'ensemble des solutions du systeme (S). (On pourra utiliser la question 1.(b).)
(1 pt)
147

Partie II. Pour tout élément n de A = {2;3;4;...;148} on pose S(n) = Z nk,
k=0

Vérifier que 149 est un nombre premier. (0,5 pt)
Montrer que (Vn € A); n'% =1 [149]. (0,25 pt)
En déduire que 149 divise S(n) pour tout n de A. (0,25 pt)
En utilisant le théoreme de Bézout, montrer que (Vn € A); n'¥ A (n—1) = 1. (0,25 pt)

Résoudre dans Z x Z l’équation (E,) n'¥x + (1 — n)y = n en détaillant les étapes.
(0,25 pt)
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Exercice 3 (3,75 points)
a{.%.. 1Y

Dans IM;(R) on consideére 1’ensemble

G:{M(a,b): (k”b b) /(a,b)elRZ}, otk € R

a
Montrer que G est une partie stable de (IM(R), x). (0,5 pt)
On suppose que k < 0 et on pose w = iv/—k.
Montrer que (Vz € C) (3!(a,b) € R?); z =a + wb. (0,5 pt)
Soit h I’application définie de C vers G par h(z) = h(a + wb) = M(a,b). Montrer que h est
un isomorphisme de (C*, x) vers (G*, X). (0,75 pt)
En déduire la structure de (G*, x), puis déterminer l'inverse de toute matrice M(a, b) de
G*. (0,75 pt)
1
Pour A= M| 1,—— |, calculer A" pour tout n de IN* \ {1}. (0,75 pt)
(vo=) p (1) p
On suppose que k > 0. Calculer M (x/E, 1) x M (—\/I;, 1). L’ensemble G* est-il une partie
stable de (IMz(R), x) ? (0,5 pt)
+:>§. Exercice 4 (4,25 points)

Dans l'intervalle G = } —% ; % { on définit la loi de composition interne * par

(V(x,y) € G X G); x xy = Arctan (—1 + tanx + tany)

Montrer que (G, *) est un groupe commutatif. (1,25 pt)
Pour tout x de G on pose f(x) = —1 + tanx.

Montrer que f est une bijection de G vers R et déterminer sa bijection réciproque f~!.

0,75 pt)
Montrer que f~! est un isomorphisme de (R, +) vers (G, ), puis retrouver la structure de
(G, *). 1 pt)
Pour tout x de G et tout n de N* on pose x(") = x x x % - - - x x.
N—
n fois

Montrer que (Vn S IN*); x(M = Arctan (1 —n+ntanx). (0,5 pt)

Soit n dans IN*. Montrer que ’équation (E) x(") = —x3 admet une unique solution «;,
dans G, et que 0 <, < % (0,75 pt)
-3 Exercice 5 (4 points)

2 -1
Pour tout n de N* on pose u, = / (1 — eﬁ> dxetv, =n X u,.
1
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e* — (1 + x).
Montrer que (Vx € R); f(x) > 0. (0,5 pt)
1
En déduire que (Vx € R ); e™* < iz (0,25 pt)
1 1 1
Soit n dans IN*. Montrer que (Vx € IR+) ;1 P enx <1 T 0,75 pt)
1 2n+1 In2
), = x1 < < —

Montrerque(VnEIN),nx n<n+l>_un_ " (0,5 pt)
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En déduire les limites des suites (i), cn- €t (Vn) e+ (0,5 pt)

nx _
Soit F, la fonction définie par F,(x) = / (1 — eTl) dt,oun € N*.

n

Vérifier que D, = ]0; 4o0|. (0,25 pt)
Montrer que F, est dérivable sur ]0; +oo[ et que (Vx € ]0; +o0[); F,(x) =n (1 - e%).
0,5 pt)
1 2n -1
En déduire que (Vn € ]N*); Uy = E/ (1 - eT> dt. 0,5 pt)
n
Que représentent les termes des suites (1), €t (Vn) pen ? (0,25 pt)

— —

e L]

FIN DU SUJET

@@L\@ EXERCICES BONUS @«/“@@

Facultatifs, non comptés dans la note sur 20 — ils donnent droit 4 6 points supplémentaires au maximum.

__ Exercice bonus n° 1 (2 pt)

Par combien de zéros se termine 1"écriture du nombre N = 100! dans le systéme décimal ?

(1 pt)
Soit p un entier de N* \ {1} tel que (p — 1)! = —1 [p]. Montrer que p est un nombre premier.
1 pt)
_ Exercice bonus n° 2 @2pb
On définit sur R la loi de composition interne * par (V(a,b) € R?); a*b =a+ b+ sin(7ab).
Montrer que * est commutative dans R. (0,25 pt)
Montrer que * admet un élément neutre dans R que 1’on déterminera. (0,5 pt)
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x + 1 + sin(7x).
-1
Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution « dans ] - 0 [ (0,75 pt)
Calculer f(—1). La loi * est-elle associative dans R ? Justifier la réponse. (0,5 pt)
__ Exercice bonus n° 3 (2 pt)

Soit (a,b) un couple de (N* \ {1})* tel que (V1 € N); (a" +n) / (b" + n). On suppose que a # b et
on considére un nombre premier positif p tel que (a —b) A p = 1.

Vérifier que m = a(p — 1) + p est une solution dans N* du systeme (S) { r= 1_E1 P 1
x=1|p—

(0,5 pt)

En déduire que I’ensemble des solutions de (S) dans Z est S = {m +kp(p — 1) / k € Z}.
(0,25 pt)
Montrer quea A p = 1. (0,25 pt)
En utilisant le théoréeme de Fermat, montrer que a™ + m = 0 [p]. (0,5 pt)
Montrer que b™ +m =b — a [p]. (0,25 pt)
Qu’en déduit-on ? Justifier la réponse. 0,25 pt)
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