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-3 Exercice 1 (2 points)

Soit £ I'ensemble des fonctions f trois fois dérivables sur IR et vérifiant

(v € R); £ (x) — 2f"(x) + f'(x) =0
(1) En posant ¢ = f/, montrer que f € £ équivauta ¢’ —2¢' + ¢ = 0. (0,75 pt)
(2) En déduire que & est 'ensemble des fonctions x — (Ax + p)e* +6, ot (A, 1, 8) € R3. (0,75 pt)

(3) Montrer qu'il existe une unique fonction & de £ vérifiant 1(0) = h'(0) = 0 et /’/(0) = 1, puis
déterminer h. 0,5 pt)

-3 Exercice 2 (3 points)

Soit F 'ensemble des fonctions f trois fois dérivables sur R et vérifiant

(Vx € R); f"(x) = 2f"(x) — f'(x) + 2f(x) = 0
(1) Soit f un élément de F et posons y = f' — 2f.

(@) Montrer que y est solution de ’équation différentielle (£) v’ —y = 0. (0,75 pt)
(b) Résoudre 1’équation différentielle (£). (0,75 pt)

(2) En déduire que F est I'ensemble des fonctions x — Ae* + pe™™ + Je**, ot1 (A, u,6) € R (1pb)
(3) Montrer qu'il existe une unique fonction h de F vérifiant h(0) = h/(0) = 0eth”(0) =1.  (0,5pt

-3 Exercice 3 (3 points)
Soit@ unréel de R\ {mr + 2kt / k € Z}.

(1) Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe z(8) = 15061.9. (1pt)
(2) Résoudre dans C I'équation (E) z° = (1 — z)°. (On utilisera le résultat de la question 1.) (2 pt)
-3 Exercice 4 (4 points)

Le plan complexe (P) est rapporté a un repere orthonormé direct (O; if; 7). On considére 1’application
@ qui, a tout point M(z) de (P) tel que z # 0, associe le point M’ (z') avec

(1) Montrer que ¢ est surjective. (0,75 pt)
(2) L'application ¢ est-elle injective ? Justifier la réponse. (0,75 pt)
(3) Déterminer I'image du cercle trigonométrique (C) par ¢. (1 pt)
(4) Déterminer I'image de 'axe imaginaire (Oy) privé de O par ¢. (0,75 pt)

(5) Montrer que ¢ admet exactement deux points invariants A et B dont on précisera les affixes.
(0,75 pt)
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-3 Exercice 5 (4 points)

Inx et
Soit F la fonction définie par F(x) = / —— dt.
par F(x) Jo  (1+1)2
1
(1) Montrer que Dr = } 2 ; +oo [ en justifiant la réponse. (0,25 pt)
1
(2) Montrer que (Vx € |—;1| |; F(x) <x(1-— , puis en déduire lim F(x). (0,5 pt)
e 1+ Inx X _>( 1 )+
(3)
M vre |1 F i Y
(a) ontrer que < X € :| E, —+o0 |:> ; (X) = m -1+ /Q m t. (0,75 Pt)
(b) En déduire que (Vx € [1;4o0[); F(x) > m — 1, puis calculer XETWF(x). (0,5 pt)
4)
1
(a) Montrer que F réalise une bijection de [ = ] " ;400 [ vers R. 0,75 pt)
(b) En déduire que (Vn € N) (3la, €I); F(a,) = —n. (0,5 pt)
(c) Montrer que la suite (a,), . st convergente et calculer sa limite. (0,75 pt)
-2 Exercice 6 (4 points)
Pour tout n de IN on pose I, = /7 cos" t dt.
0
1
(1) Montrer que (Vn € N); L4r = nt L. (1pt)
n—+2
(2) Montrer que (Vn € N); (n+1) L1 I, = ; (1 pt)
. . . . n+1 In+l
(3) Montrer que la suite (I,;),, o est décroissante, puis que (Vn € ]N); 2 < i <1. (0,75 pt)
n
(4) En déduire que la suite (\/ﬁ In) 1cN- st convergente et calculer sa limite. (1,25 pt)
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FIN DU SUJET

@@’-\{,} EXERCICES BONUS @"@@

Facultatifs, non comptés dans la note sur 20 — ils donnent droit a 3 points supplémentaires au maximum.

_ Exercice bonus n°® 1 (1pb)
Soit p un nombre premier et soit 4 un entier relatif non divisible par p. Montrer que (Vk € IN); aP-D¥ =
1 [pk+1] )

__ Exercice bonus n° 2 (1 pt)
Soit (a,b) un couple de IN* x IN* tel que a A b = 1. Montrer que

\/ieQ — (El(oc,ﬁ)e(]N*)z);a:acz et b= p>
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_ Exercice bonus n° 3 (1 pt)
Soit (,b) un couple de (Z*)* tel que a A b = 1 et soit d un élément de N*. Montrer que

d/ab < (3 (d,dy) € N* xN*); dy /a, dy /b et d=dyd,
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