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-3 Exercice 1 (3 points)
On consideére le nombre complexe u = ¢25 et on pose S = 1+ u? + u* + - - - + u?012,
1
(1) Montrer que S = T (0,75 pt)
(2) Ecrire S sous forme algébrique. (1 pt
o 27 At 20127\ —1
(3) En déduire que cos <2013) + cos <2013) + -+ +cos < 2013 > =5 (0,5 pt)
1006 2kt
4) En déduire de méme la val te d in | —|. 0,75 pt
(4) En déduire de méme la valeur exacte ek;sm<2m3> (0,75 pt)
-3 Exercice 2 (3,5 points)

Dans le plan complexe (P) rapporté a un repere orthonormé direct (O; if; 7)), on consideére les points
A, B et C d’affixes respectivesa = 1,b = jetc = j?, ol j = e
(1) Montrer que le triangle ABC est équilatéral. (0,5 pt)

(2) Soit M(z) un point du plan complexe. On considere les rotations R; et Ry de méme centre M(z)
et d’angles respectifs g et —g. On pose A1 = Rq(A) et B, = Ry(B).
(a) Exprimer les affixes a; et b, des points A; et B, en fonction de z. 0,5 pt)
(b) Déterminer 1’ensemble (I') des points M(z) pour lesquels M, A; et B, sont alignés. (0,75 pt)
(3) On suppose dans la suite que M(z) ¢ (I).

(a) Montrer que MA; + MB; = m, puis en déduire la nature du quadrilatere MA;CB,.

(0,5 pt)
(b) Déterminer I’ensemble (I") des points M(z) pour lesquels MA;CB; est un rectangle.
(0,75 pt)
(c) Le quadrilatere MA;CB; peut-il étre un carré ? Justifier la réponse. (0,5 pt)
-2 Exercice 3 (4,5 points)
On considere dans C I'équation (E) z3 — 4iz?> — (4 +1i)z —3+3i = 0.
(1) Montrer que (E) admet une solution réelle que ’on déterminera. (0,5 pt)
(2) Déterminer les solutions z, z1 et zp de (E) telles que |zo| < |z1] < |z2]. (0,75 pt)
(3) Dans le plan complexe on considere les points A (zp), B (z1) et C (z2).
(a) Placer A, B et C, puis montrer que O, A, B et C sont cocycliques. (1,25 pt)

z—z : . .
(b) On pose Z = . 22, ouz € C\ {z1,z2}. Déterminer et construire 'ensemble des points
— 21

M(z) dans chacun des cas suivants. (2 pt)

7T

Tl (&) 1zl =2

(&1) Z € iR (&) argZ = <R,1@> [77] (&3) arg Z =
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-3 Exercice 4 (4 points)

Soient (u,),~, €t (v,),~, les suites définies pour tout n > 2 par

1
un:/ 1+ 2 dt et vy =n(uy, — 1)
0

(1) Calculer I'intégrale | = /0 : In (1 + tz) dt. (On pourra intégrer par parties.) 0,75 pt)
(2) Montrer que (Vn >2); 1 < u, < {/2, puis en déduire ngrfw Uy,. (0,75 pt)
(3)
(@) Montrer que (Vu >0); u <e* —1 < ue". (0,5 pt)
(b) En déduire que (Vx >0); 0 <e* — (x+1) < %xzex. (0,5 pt)
4)

(@) Montrer que pour tout n > 2 et tout ¢ de [0; 1],

0< V1+1#— (1+ %ln (1—|—t2)> < ;/Q (In2)?

2
(1 pt)
(b) En déduire que la suite (vn),122 est convergente et calculer sa limite. 0,5 pt)
-3 Exercice 5 (5 points)
Soit f la fonction définie sur R par
2x e*tz
F0)=n2 et (VxeRY); f(x) = / Lt
X
(1) Vérifier que f est paire. (0,5 pt)
()
(a) Montrer que (Vx € ]0;4c0[); e **In2 < f(x) < e * In2. (1 pt)
(b) Calculer I—IH—I f(x), puis donner une interprétation géométrique du résultat. (0,5 pt)
X o0
(¢) Etudier la continuité et la dérivabilité de f a droite en 0. 1 pd
(3)
ef4x2 —e x2
(@) Montrer que f est dérivable sur |0; +-co] et que (Vx € |0; +00]); f/(x) =
0,75 pt)
(b) Dresser le tableau de variations de f sur R. 0,5 pt)
(4) Construire la courbe (C f) dans un repére orthonormé (O; Zf) , I'unité étant 2 cm. 0,75 pt)

—; —

e °

FIN DU SUJET
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@ﬁ,@ EXERCICES BONUS @'@‘@

Facultatifs, non comptés dans la note sur 20 — ils donnent droit a 3 points supplémentaires au maximum.

_ Exercice bonus n°1 (1 pt)
Montrer que pour tout a de C \ [—1; 1] il existe un unique nombre complexe b tel que a = % <b + 2)
et |b] > 1.

__ Exercice bonus n° 2 (1 pt)

Soient u et v deux nombres complexes. Résoudre dans C? 'équation (E) |u + iv|? = u? + v2.

__ Exercice bonus n° 3 (1 pt)
Soient 1 un entier de IN* et 6 un réel. Montrer que

nl k7t 1
]:!:([)Sln (0 + n> = F Sln(ne)
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