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Le plan complexe (P) est rapporté a un repere orthonormé direct (O; ii; U).

*%%. Exercice 1 (2,5 points)
Pour tout z de C \ {—i} on pose f(z) = _zrl
P T iz i)
(1) Ecrire f(i) sous forme trigonométrique. (0,5 pt)
(2) Déterminer puis construire 'ensemble (E;) = {M(z) ; f(z) € R}. (0,75 pt)
(3) Déterminer puis construire ’ensemble (E;) = {M(z); f(z) € iR}. (0,5 pt)
(4) Déterminer puis construire l'ensemble (E3z) = {M(z) ; |f(z)| = 1}. (0,75 pt)
*%%. Exercice 2 (3,5 points)
la f def c oo
it ti éfini R = .
Soit f la fonction définie sur R par f(x) =
(1) Montrer que f est impaire, puis calculer LHB f(x)et Lmn f(x). (0,5 pt)
X o0 X —00
(2) Montrer que (Vx € R); f'(x) =1—[f (x)]%, puis dresser le tableau de variations de f. (0,5 pt)
(3) Montrer que f est une bijection de R vers |—1;1]. (0,75 pt)
(@) Montrer que (Vx € |—1;1[); f(x) = %ln (1 i_ i) (0,75 pt)
(5) Construire (Cy) et (C;-1) dans un repére orthonormé d’unité 1 cm. (0,5 pt)
(6) Soit A € ]0;1]. Calculer, en cm? et en fonction de A, 'aire du domaine délimité par (Cy), I'axe des
abscisses et les droites d’équations x = O et x = A. 0,5 pt)
-2 Exercice 3 (4 points)

X
Pour tout n de N et tout x de R" on pose F,(x) = / [£(#)]" dt, ot f est la fonction de I’exercice
0

précédent.

(1) Calculer Fy(x) et F;(x) en fonction de x. (0,5 pt)
(2) Montrer que (Vx € R"); 0 < F,(x) < x[f(x)]", puis en déduire LHB Eq(x). (0,75 pt)
n oo
(3) Montrer que (Vk € N); F(x) — Feya(x) = k41—1 [f(x)]+ (1pt)
n
1 o\ 1 2%-1
(4) En déduire que (Vn € N*); Fp(x) = x — k; %1 ()] . (1pt)
(5) Calculer f~! 1 puis en déduire la limite de la suite (S,),eN+ définie par S, = i L
3)’ nne "2k — 1) x 3T

(0,75 pt)

-3 Exercice 4 (4,5 points)

Partie A. Soit g la fonction définie par g(x) = In (x +V1+ x2>.

(1) Montrer que Dy = R et que g est impaire. 0,5 pt)
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1
(2) Montrer que (Vx € R); ¢/(x) = ————, puis dresser le tableau de variations de . 0,5 pt)
que )i 800 =P 8 P
(3) Etudier la branche infinie de (C;) au voisinage de +co. (0,5 pt)
X _ =X
(4) Montrer que g est une bijection de R vers IR, puis vérifier que g~ ! est la fonction x — ¢ 26 .
0,75 pt)
: . o 2 g(t)
Partie B. Soit F la fonction définie par F(0) =In2et F(x) = e dt pour x # 0.
X
(1) Montrer que (V¢ >0); 1 — ﬁ < ! < 1, puis en déduire que (Vt > 0); t — ﬁ <g(t) <t
27 V1418 6
(0,75 pt)
2
(2) En déduire que (Vx > 0); In2 — xz < F(x) <In2. (0,75 pt)
(3) Montrer que F est paire, puis en déduire que F est continue et dérivable en 0 en précisant F/(0).
(0,75 pt)
-3 Exercice 5 (2,5 points)
(1) Résoudre dans C l'équation (E) z2 — (3 +1i)z +2 +2i = 0. (0,75 pt)
(2) Soient A, B et C les points d’affixes respectives 2, 1 + i et 0. Déterminer la nature du triangle
ABC. (0,75 pt)
(3) Déterminer la rotation de centre B qui transforme A en C, puis écrire son expression complexe.
(0,5 pt)
(4) Déterminer et construire I’ensemble {M(z) ; |z —2| = |z — 1 —i|}. (0,5 pt)
-3 Exercice 6 (3 points)
(1) Résoudre I'équation différentielle (E) y” + 9y = 0, puis déterminer la solution u de (E) vérifiant
u(0) =1etu'(0) =3. (1pt)
(2) Résoudre 'équation différentielle (E’) vy’ — 2y = 0, puis déterminer la solution v de (E’) vérifiant
v(0) = 3. (0,75 pt)
z 1
(3) Calculer /3 u(x)dx et / v(x) dx. (1,25 pt)
0 0

FIN DU SUJET

@@’@ EXERCICES BONUS @'@‘@

Facultatifs, non comptés dans la note sur 20 — chaque exercice est noté sur 2 points supplémentaires, soit 6 points de bo-
nus au maximum.

__ Exercice bonus n°1 (2 pt)
n
. n
Calculer ngrfoo k; LR
__ Exercice bonus n° 2 (2 pt)

b
Soit f une fonction continue et positive sur un segment [4; b] telle que / f(t)dt =0.
a
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Montrer que f est nulle sur [a; b].

_ Exercice bonus n° 3 2pb

Soit f une fonction continue sur [0; 1] telle que / f(t)dt = -.
0

Montrer qu’il existe ¢ € |0; 1] tel que f(c) = c.
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