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Le plan complexe (P) est rapporté à un repère orthonormé direct (O; u⃗; v⃗).

Exercice 1 (3 points)

Pour tout z de C \ {i} on pose f (z) = i × z − 2i
z − i

. On note A et B les points d’affixes respectives 2i et

i.
(1) Déterminer dans C les deux solutions u et v de l’équation (E) f (z) = z, avec Re(u) = 1. (0,75 pt)

(2) Déterminer puis construire l’ensemble {M(z) ; | f (z)| = 1}. (0,5 pt)

(3) On considère les points C(u), D(v), M(z) et M′( f (z)
)
, où z ∈ C \ {i, u, v}.

(a) Montrer que
f (z) − u
f (z) − v

= − z − u
z − v

. (0,75 pt)

(b) En déduire que
(−−→

DM′,
−−→
CM′

)
≡ π +

(−−→
DM,

−→
CM

)
[2π]. (0,25 pt)

(c) Montrer que si C, D et M sont alignés, alors C, D et M′ sont alignés. (0,25 pt)

(d) Montrer que si C, D et M ne sont pas alignés, alors C, D, M et M′ sont cocycliques. (0,5 pt)

Exercice 2 (3 points)

On considère les nombres complexes α = 1 + i et β = 1 − i.
(1) Écrire α et β sous forme trigonométrique. (0,5 pt)

(2) Soit n ∈ Z. Écrire αn sous forme trigonométrique. (0,5 pt)

(3) Soient A et B les points d’affixes respectives αn et β. On pose w =
αn

β
.

Déterminer un argument de w. (0,5 pt)

(4) En déduire les valeurs de n pour lesquelles les points O, A et B sont alignés. (0,75 pt)

(5) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles le triangle OAB est rectangle en O. (0,75 pt)

Exercice 3 (3,5 points)

Soit F la fonction définie par F(0) = 1 et F(x) =
1
x

∫ x

0

dt√
1 + t2

pour x ̸= 0.

(1) Montrer que DF = R, puis que F est paire. (0,5 pt)

(2) Montrer que
(
∀x > 0

)
;

x√
1 + x2

≤
∫ x

0

dt√
1 + t2

≤ x. (0,75 pt)

(3) En déduire que F est continue en 0. (0,5 pt)

(4) Montrer que
(
∀t ≥ 1

)
;

1√
1 + t2

≤ 1
t

, puis en déduire lim
x→+∞

F(x). (0,75 pt)

(5) Montrer que F est dérivable et strictement décroissante sur R∗
+, puis dresser son tableau de varia-

tions sur R. (1 pt)

Exercice 4 (4,5 points)

Pour tout n de N on pose Sn =
n

∑
k=0

(−1)k

k!
, un = S2n et vn = S2n+1.
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(1) Montrer que les suites (un)n∈N et (vn)n∈N sont adjacentes. Que peut-on en déduire? (1 pt)

(2) Pour tout n de N, soit fn la fonction définie sur R+ par fn(x) = e−x −
n

∑
k=0

(−1)k

k!
xk.

(a) Montrer que
(
∀n ∈ N∗); f ′n = − fn−1. (0,75 pt)

(b) Montrer par récurrence que
(
∀x ∈ R+

)
; f2n(x) ≤ 0 ≤ f2n+1(x). (1,25 pt)

(3) En déduire que
(
∀n ∈ N

)
; vn ≤ 1

e
≤ un, puis déterminer la limite de (un)n∈N et de (vn)n∈N.

(0,75 pt)

(4) Montrer que
(
∀n ∈ N

)
;
∣∣∣∣Sn −

1
e

∣∣∣∣ ≤ 1
(n + 1)!

, puis en déduire la limite de (Sn)n∈N. (0,75 pt)

Exercice 5 (3 points)

(1) Résoudre l’équation différentielle (E) y′′ − 3y′ + 2y = 0. (0,75 pt)

(2) Déterminer la solution f de (E) vérifiant f (0) = 1 et f ′(0) = 0. (0,75 pt)

(3) Résoudre l’équation différentielle (E′) y′′ + 4y = 0, puis déterminer la solution g de (E′) véri-
fiant g(0) = 0 et g′(0) = 2. (0,75 pt)

(4) Vérifier que la fonction h : x 7−→ x − 1 est une solution particulière de l’équation (E′′) y′ + y = x,
puis résoudre (E′′). (0,75 pt)

Exercice 6 (3 points)

Pour tout n de N on pose Jn =
∫ π

4

0
tann x dx.

(1) Calculer J0 et J1. (0,75 pt)

(2) Montrer que
(
∀n ∈ N

)
; Jn + Jn+2 =

1
n + 1

. (0,75 pt)

(3) Montrer que la suite (Jn)n∈N est décroissante et positive, puis en déduire que
(
∀n ∈ N

)
; 0 ≤

Jn+2 ≤ 1
2(n + 1)

et calculer lim
n→+∞

Jn. (0,75 pt)

(4) En déduire lim
n→+∞

n Jn. (0,75 pt)

FIN DU SUJET

EXERCICES BONUS

Facultatifs, non comptés dans la note sur 20 — chaque exercice est noté sur 2 points supplémentaires, soit 6 points de bo-
nus au maximum.

Exercice bonus no 1 (2 pt)

Montrer que
(
∀(z, z′) ∈ (C∗)2

)
; |z + z′| = |z| + |z′| ⇐⇒ arg(z) ≡ arg(z′) [2π].

Exercice bonus no 2 (2 pt)

Pour tout n de N on pose In =
∫ 1

0
xnex dx.

(1) Montrer que
(
∀n ∈ N

)
; 0 ≤ In ≤ e

n + 1
, puis calculer lim

n→+∞
In. (1 pt)
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(2) Montrer que
(
∀n ∈ N

)
; (n + 1)In + In+1 = e, puis calculer lim

n→+∞
n In. (1 pt)

Exercice bonus no 3 (2 pt)

Montrer que (∀a ∈ C \ [−1; 1]) (∃! b ∈ C) ;

a =
1
2

(
b +

1
b

)
|b| > 1

Prof. Saad Choukri Page 3/3


