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-2 Exercice 1 (3 points)
x? x?2 A8
(1) Montrer que (Vx > 0); x — 0 <In(1+x) <x-— 5t 3 (1,5 pt)
In(1 -
(2) En déduire lim n(—i——zx)x (1,5 pt)
x—07 X
*%%. Exercice 2 (4,5 points)
Soient (1, )neN+ et (Vy)nen+ les suites définies par
"1
un—ZE—lnn et Zf—lnn—i—l
(1) Montrer que (Vn € N*); o <In(1+ 1 < 1 (1,25 pt)
d "n+1 n n =P
(2) Montrer que les suites (1, ),en+ et (v4)nen+ sont adjacentes. (2 pt)
"1 . 1 &1
(3) En déduire que (u,),eN+ est convergente, puis déterminer nl_lgloo ;;1 — et nl_lgloo nn ; =
(1,25 pt)
-2 Exercice 3 (6 points)
Soit f la fonction définie sur |1; +oco[ par f(x) = \/lxi, et soit F une primitive de f sur |1; +o0[. On
nx
considere la fonction G définie sur [1; +oo[ par G(1) =0et (Vx € ]1;400[); G(x) = F (x?) — F(x).
(1) Montrer que (Vx € ]1;400[); G(x) > 0. (0,5 pt)

(2) Montrer que G est dérivable sur |1; +oo[ et que (Vx € |1;4o0[); G'(x) = (\/ExZ - 1) f(x), puis
en déduire le sens de variations de G. (1,5 pt)

(3) En appliquant le théoréme des accroissements finis, montrer que

x3(x—1 x?(x—1
(vVx € |1 ¥e]); \ﬁlex) <G(x) < (m)
(1,5 pt)
(4) En déduire que G est continue a droite en 1. 1 pt)
(5) Etudier la dérivabilité de G a droite en 1, puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
(1 pt)
(6) Montrer que (Vx € |y/e;+o0[); G(x) > xz(xln—xl)’ puis en déduire xLITOO G(x). (0,5 pt)
*%%. Exercice 4 (4,5 points)
Soit (1) ne la suite définie par g = 1 et (Vi € N); uyy1 = 2u, +n — 1.
(1) Montrer que (Vn IS IN); u, > n,puis en déduire lim u,. 0,75 pt)

n—r+00
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(2) Soit (v,),en la suite définie par v, = u, + n. Montrer que (v, ),eN est géométrique en précisant

sa raison et son premier terme. (1,25 pt)
(3) Exprimer v, puis u, en fonction de n. 0,5 pt)
nl n+1
(4) Montrer que (Vn € IN*) ; kg(:) %= 2 — ST (1,5 pt)
"k
(5) En déduire la limite de la suite (S, ),en- définie par S, = kzo ok (0,5 pt)
-3 Exercice 5 (2 points)
"2
Pour tout n de IN* on pose a,, = TR
8
(1) Montrer que (Vn > 3); a,41 < g M- 1 pt
2 . . . . . a
(2) En déduire que la suite (a,),en+ est convergente, puis calculer ngrfoo a, et ngrfoo ;n (1 pb)
— —
e L]

FIN DU SUJET

@ﬁ’@ EXERCICES BONUS @'@‘@

Facultatifs, non comptés dans la note sur 20 — chaque exercice est noté sur 2 points supplémentaires, soit 6 points de bo-
nuUs au maximum.

__ Exercice bonus n° 1 (2 pt)
Soit f une fonction dérivable sur R telle que (Vx € R); f'(x) = f(x).

Montrer que la fonction x — f(x)e™ est constante sur R, puis en déduire 1'expression de f(x) en
fonction de £(0).

_ Exercice bonus n° 2 2pb
Soient (i, )nen+ €t (Un)nen+ les suites définies par u, = y ——etv, = — X ,ou E dé-
n)n n)n n k:zl kv'k "Tn k:zl kvk
signe la partie entiere.
Montrer que la suite (v,),cN+ est convergente en déterminant sa limite.
__ Exercice bonus n° 3 (2 pt)
Pour tout n de IN*, soit f, la fonction définie sur R par
fo) = (x=nP’+(x=n+1P°+- +2° = (x+1)° = (x +2)° = = (x + 1)’
(1) Montrer que (Vn € N*) (3'a, € R); fu(an) = 0. (1,25 pt)
. . Xy
(2) Calculer ngrfw a, et ngrfoo m 0,75 pt)
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