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-2 Exercice 1 (3,5 points)
: fonct fin e —1
Soit u la fonction définie sur R par u(x) = oranE
(1) Montrer que u est impaire, puis calculer 1_1)111 u(x). (0,5 pt)
X [ee]

(2)

(a) Montrer que u est une bijection de R vers un intervalle | a déterminer. (0,75 pt)

(b) Déterminer u~!(x) pour tout x de J. (0,75 pt)

" 8 (1—e*) . .
(3) Montrer que (Vx € R); u”(x) = W, puis étudier la concavité de la courbe (C,,).
eX +
(0,75 pt)

(@) Construire les courbes (C,) et (C,-1) dans un repere orthonormé (O; 7; ). (0,75 pt)
-3 Exercice 2 (5,5 points)
Soit f la fonction définie par f(0) = 1 et f(x) = x+21j(x) pour x # 0, ot u est la fonction de I'exer-
cice précédent.
(1) Vérifier que Dy = R, puis montrer que f est paire. (0,5 pt)
(2) Montrer que f est continue sur RR. (0,75 pt)
(3)

(a) Montrer que (Vx € R); u/(x) =1 — u?(x). (0,25 pt)

3

(b) En déduire que (Vx € IR*); x — % <u(x) <x. (0,75 pt)

(4) Vérifier que (Vx € RY); fx) ;f 0 —_ —Z;tz(x) X f(x), puis étudier la dérivabilité de f en 0.
(0,75 pt)
(5)
, u(x) —xu'(x)
(@) Montrer que f est dérivable sur R* et que (Vx € R*); f/(x) =2 x ———2~ (1 pt)
(x +u(x))

(b) Montrer que f est strictement croissante sur R" et que f (R™) = [1;2]. (1 pt)
(6) Construire la courbe (Cs) dans un repere orthonormé. (0,5 pt)
-2 Exercice 3 (5 points)
Soit ¢ la fonction définie sur R™ par ¢(f) = t — u(t), ou u est la fonction de 1’exercice 1.
@

(@) Montrer que (Vt € IR*) ;0< @' (t) < 2 (0,75 pt)

3
(b) En déduire que (Vx € ]Rﬂ ; 0< g(x) < % (0,75 pt)

(2) Soit (uy)nen la suite définie par uy € RY et (Vi € N); up1 = 3/ @(utn).
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1
(a) Montrer que (Vn € N); 0 < tty41 < <= uy. 1 pt

V3

(b) En déduire que la suite (u#,),en est convergente et déterminer sa limite. (0,75 pt)
! 1
3) Pour tout n de N* Sn = .
(3) Pour tout n de on pose Sy ](_Zlu<n+k>
(a) Montrer que (Vn € N*); L i LI (1ptH
d "3n2 =7 Mtk p
o . Y . A T
(b) En déduire que la suite (S,),cn- est convergente et déterminer sa limite. (On admet que n1_1>r£oo]<; o
In2.) 0,75 pt)
-3 Exercice 4 (6 points)
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = xe* L.
(1) Calculer 1_i>m f(x) et 1_1&1 f(x), puis dresser le tableau de variations de f. 1 pt)
X —00 X [ee]
(2) Montrer que f réalise une bijection de [—1; +oo[ vers un intervalle | a déterminer, puis montrer
que f~" est dérivable en 1 et calculer (f~1)" (1). (1 pt)
(3) Résoudre dans R I'équation f(x) = x. (0,75 pt)
(4) Construire (Cy) et la droite (A) y = x dans un repeére orthonormé. (0,75 pt)
(5) Soit (uy)nen la suite définie par ug € ]0;1] et (Vn € ]N); Upi1 = f(uy).
(a) Montrer que (Vn € N); 0 < u, < 1. (0,75 pt)
(b) Etudier la monotonie de la suite (Un)neN- (0,75 pt)
(c) Montrer que (u,),en est convergente et calculer sa limite. (1pb)

FIN DU SUJET

EXERCICES BONUS @/:@@

Facultatifs, non comptés dans la note sur 20 — chaque exercice est noté sur 2 points supplémentaires, soit 6 points de bo-
nus au maximum.

__ Exercice bonus n° 1 (2 pt)
2 X
X e
Montrer que (Vx > 0); e* > 1+ x + -, puis en déduire lim —.
2 x—4oo X
_ Exercice bonus n° 2 @2pb

Soient (a,)neN, (bn)nenN €t (¢n)nen les suites définies par ag > by > ¢o > 0 et

an + b, +c 1 1/1 1 1
In+1 = . 5 =, bus1 = v/ Anbncy, ~3 < +—+ )

3 Cn+1 3 E bn a
(1) Montrer que les suites (a,),eN €t (cx)nen sont adjacentes. (1,25 pt)
(2) Montrer que Lll}rl b, = L, ot L est la limite commune de (a,,),eN et (¢x)neN- (0,75 pt)
n o0
_ Exercice bonus n° 3 2pt)

. . . Lo N . .. L g . a
Soit (a4, )peN+ une suite arithmétique a termes strictement positifs vérifiant lim 2=1.
n—-+oo N1
n
Montrer que la suite (u,,),en+ définie par u, = Z
a
k=1 “n+k

est convergente.
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