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-3 Exercice 1 (2 points)
n

Pour tout n de IN on pose u,, = sin {71 (1 + ﬁ) }

Montrer que (Vn € IN); (1 + \/§>n + <1 — \@)n € 27, puis en déduire que la suite (i, ),eN est

convergente en déterminant sa limite. (2 pt)
-2 Exercice 2 (4 points)
. . e 2n+1
Soient (i, )nen et (v4)nen les suites définies par u, = 3 etv, = Uy — gun.
(1) Montrer que la suite (u#,),en est convergente et calculer sa limite. (0,75 pt)
(2) Montrer que (v, )zeN est géométrique en précisant sa raison et son premier terme. 1 pt)
n 2k + 1 n—1
(3) Pour tout n de N on pose S;, = Z —— En calculant Z v de deux fagons, montrer que (Vn €
= 3 k=0
n+2
N°); Sn =3~ —; (1,5 pt)
(4) Calculer la limite de la suite (Sy)neN- (0,75 pt)
-2 Exercice 3 (4 points)
X

Soit f la fonction définie sur |1; +-oo[ par f(x) = T

(1) Calculer linln+ f(x)et lim f(x), puisinterpréter géométriquement le premier résultat. (0,75 pt)
X—

X—+00
, 2Inx -1 . L
(2) Montrer que (Vx € |1;+00[); f'(x) = —————, puis dresser le tableau de variations de f.
2 (\/ In x)
1 pt)
(3) Soit 1 un entier naturel tel que n > 3. Montrer que I'équation f(x) = n admet exactement deux
solutions u, et v, telles que 1 < u, < Ve < vy, 0,75 pt)
(4) Montrer que (Vn > 3); v, > n, puis en déduire HIE Uy 0,75 pt)
n [eo]
1 e . 1 .
(5) Montrer que (Vn > 3); 2 <lnu, < oy puis en déduire ngr—rb—loo Uy. 0,75 pt)
-3 Exercice 4 (5 points)
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x> — 3x + 1 et soit [ = [O; ;] .
(1) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution « dans l'intervalle I. (0,75 pt)
(2) Soit & 1a fonction définie sur I par h(x) = x — ]j:/<(§>)
(@) Montrer que & est bien définie sur I et que h(I) C I. (1 pt)
) . 2x+a )
(b) Montrer que (Vx € I); h(x) —a = 30— 1) (x — ). (1,25 pt)
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(¢) En déduire que (Vx € I);

h(x) —a| < % lx — af?. (0,75 pt)

(3) Soit (s )nen la suite définie par g = 0 et (Vi € N); uyq1 = h(uy).

2
(a) Montrer que (Vn € N); %‘unﬂ —a| < (§|un — oc‘) ) (0,5 pt)
o 3/1\* . . .
(b) En déduire que (Vn € IN),' Uy — zx‘ < 2l3) puis déterminer la limite de (uy),eN-
(0,75 pt)
-3 Exercice 5 (5 points)

Soit a € ]0; 1[. Pour tout n de N* \ {1}, soit f, la fonction définie sur [0; 1] par f,(x) = 2x" — x"~1 —
a.

(1) Montrer que l’équation f,(x) = 0 admet une unique solution &, dans |0; 1] et que a, > =
(1,25 pt)
(2) Montrer que fy, (a,+1) > 0, puis en déduire la monotonie de la suite (& ),>2. (1,25 pt)
(3) Montrer que la suite (x,),>2 est convergente, puis montrer que nlirfw a, = 1let nEToo (ay)" = a.
(1,25 pt)

—a . £ Qs . Xn
, puis en déduire que lim

(4) Montrer que (Vn >2); 0 < Vi S m pm =

1. @,25ph

p—; —

e L ]

FIN DU SUJET

@@!\@ EXERCICES BONUS @/:@@

Facultatifs, non comptés dans la note sur 20 — chaque exercice est noté sur 2 points supplémentaires, soit 6 points de bo-
nus au maximum.

_ Exercice bonus n° 1 @2pb
2%1 (_1)k
Pour tout n de IN on pose v, = ———etw, =0, + ——.
POSE On = Ly “opyr & T O T (4 4y

Montrer que les suites (v,)neN et (Wn)qen sont adjacentes.

__ Exercice bonus n° 2 (2 pt)

n
1
Pour tout n de N* on pose u;, = Z

=10

1 1 1
Montrer que (Vk > 2); — <2 — — |, puis en déduire que la suite (u « est conver-
q ( = ) k\/E_ ( f—1 \/E)p q (n)neJN
gente.
_ Exercice bonus n° 3 (2 pt)

1
Soit (uy,)nen la suite définie par 1y = 0 et (Vn IS ]N); Upi1 = — + (un)z.

4
1 1 1
Montrer que (Vn IS IN*); > T ard <u, < 5 puis en déduire la limite de (u,)eN-
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