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Exercice 1 (2 points)

Pour tout n de N on pose un = sin
[
π
(

1 +
√

3
)n]

.

Montrer que
(
∀n ∈ N

)
;
(

1 +
√

3
)n

+
(

1 −
√

3
)n

∈ 2Z, puis en déduire que la suite (un)n∈N est
convergente en déterminant sa limite. (2 pt)

Exercice 2 (4 points)

Soient (un)n∈N et (vn)n∈N les suites définies par un =
2n + 1

3n et vn = un+1 −
1
3

un.

(1) Montrer que la suite (un)n∈N est convergente et calculer sa limite. (0,75 pt)

(2) Montrer que (vn)n∈N est géométrique en précisant sa raison et son premier terme. (1 pt)

(3) Pour tout n de N on pose Sn =
n

∑
k=0

2k + 1
3k . En calculant

n−1

∑
k=0

vk de deux façons, montrer que
(
∀n ∈

N∗); Sn = 3 − n + 2
3n . (1,5 pt)

(4) Calculer la limite de la suite (Sn)n∈N. (0,75 pt)

Exercice 3 (4 points)

Soit f la fonction définie sur ]1;+∞[ par f (x) =
x√
ln x

.

(1) Calculer lim
x→1+

f (x) et lim
x→+∞

f (x), puis interpréter géométriquement le premier résultat. (0,75 pt)

(2) Montrer que (∀x ∈ ]1;+∞[) ; f ′(x) =
2 ln x − 1

2
(√

ln x
)3 , puis dresser le tableau de variations de f .

(1 pt)

(3) Soit n un entier naturel tel que n ≥ 3. Montrer que l’équation f (x) = n admet exactement deux
solutions un et vn telles que 1 < un <

√
e < vn. (0,75 pt)

(4) Montrer que
(
∀n ≥ 3

)
; vn > n, puis en déduire lim

n→+∞
vn. (0,75 pt)

(5) Montrer que
(
∀n ≥ 3

)
;

1
n2 < ln un <

e
n2 , puis en déduire lim

n→+∞
un. (0,75 pt)

Exercice 4 (5 points)

Soit f la fonction définie sur R par f (x) = x3 − 3x + 1 et soit I =
[

0;
1
2

]
.

(1) Montrer que l’équation f (x) = 0 admet une unique solution α dans l’intervalle I. (0,75 pt)

(2) Soit h la fonction définie sur I par h(x) = x − f (x)
f ′(x)

.

(a) Montrer que h est bien définie sur I et que h(I) ⊂ I. (1 pt)

(b) Montrer que
(
∀x ∈ I

)
; h(x) − α =

2x + α

3 (x2 − 1)
(x − α)2. (1,25 pt)
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(c) En déduire que
(
∀x ∈ I

)
;
∣∣h(x) − α

∣∣ ≤ 2
3
|x − α|2. (0,75 pt)

(3) Soit (un)n∈N la suite définie par u0 = 0 et
(
∀n ∈ N

)
; un+1 = h(un).

(a) Montrer que
(
∀n ∈ N

)
;

2
3

∣∣un+1 − α
∣∣ ≤ (

2
3

∣∣un − α
∣∣)2

. (0,5 pt)

(b) En déduire que
(
∀n ∈ N

)
;
∣∣un − α

∣∣ ≤ 3
2

(
1
3

)2n

, puis déterminer la limite de (un)n∈N.

(0,75 pt)

Exercice 5 (5 points)

Soit a ∈ ]0; 1[. Pour tout n de N∗ \ {1}, soit fn la fonction définie sur [0; 1] par fn(x) = 2xn − xn−1 −
a.

(1) Montrer que l’équation fn(x) = 0 admet une unique solution αn dans ]0; 1[ et que αn >
1
2

.
(1,25 pt)

(2) Montrer que fn (αn+1) > 0, puis en déduire la monotonie de la suite (αn)n≥2. (1,25 pt)

(3) Montrer que la suite (αn)n≥2 est convergente, puis montrer que lim
n→+∞

αn = 1 et lim
n→+∞

(αn)
n = a.
(1,25 pt)

(4) Montrer que
(
∀n ≥ 2

)
; 0 ≤ αn − n

√
a

n
√

a
≤ (αn)

n − a
na

, puis en déduire que lim
n→+∞

αn
n
√

a
= 1. (1,25 pt)

FIN DU SUJET

EXERCICES BONUS

Facultatifs, non comptés dans la note sur 20 — chaque exercice est noté sur 2 points supplémentaires, soit 6 points de bo-
nus au maximum.

Exercice bonus no 1 (2 pt)

Pour tout n de N on pose vn =
2n+1

∑
k=0

(−1)k

(2k)!
et wn = vn +

1
(4n + 4)!

.

Montrer que les suites (vn)n∈N et (wn)n∈N sont adjacentes.

Exercice bonus no 2 (2 pt)

Pour tout n de N∗ on pose un =
n

∑
k=1

1

k
√

k
.

Montrer que
(
∀k ≥ 2

)
;

1

k
√

k
≤ 2

(
1√

k − 1
− 1√

k

)
, puis en déduire que la suite (un)n∈N∗ est conver-

gente.

Exercice bonus no 3 (2 pt)

Soit (un)n∈N la suite définie par u0 = 0 et
(
∀n ∈ N

)
; un+1 =

1
4
+ (un)

2.

Montrer que
(
∀n ∈ N∗);

1
2
− 1

n + 1
≤ un ≤ 1

2
, puis en déduire la limite de (un)n∈N.
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