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-2 Exercice 1 (3 points)
(1) Montrer que (Vx > 0); HLX <In(1+x) < x. (1,5 pt)
(2) En déduire que (Vn € N*); <1 + 31)" <e< <1 + i)nﬂ. (1,5 pt)
-3 Exercice 2 (5 points)

Pour tout n de IN¥, soit f, la fonction définie sur R par f,(x) = nx — Inx.
(1) Calculer lir(1)1+ fn(x) et LHB fn(x), puis dresser le tableau de variations de f,. (1pd
x— X 0

(2) Montrer que l’équation (E,) f.(x) = n + 1 admet exactement deux solutions u, et v, telles que

0<un<ﬁ<1<vn. (1,25 pt)

(3) Mont (Vn > 2); v, < 2et —1+1+mW1 is calculer li t i (vp — 1
ontrer que (Vn > 2); v, <2etquev, = — — puis calculer lim vy et lim n (v )
L5 pt)
(4) Montrer que (Vn € N*); u, < e ", puis calculer LIT e'u,. (1,25 pt)

n 00
-3 Exercice 3 (6 points)
X
Soit f la fonction définie sur R par f(0) = 1et f(x) = x —q pourx # 0.

(1) Montrer que f est continue en 0. (0,75 pt)
(2) Montrer que (Vx € R*); f(x) — f(—x) = x. (0,75 pt)

(3) Calculer l_1>m f(x) et gl}il f(x), puis montrer que la droite (A) y = x est asymptote a (C¢) au

X——00 X [ee]
voisinage de +oco. 1 pd
o ef(ef—1—-x) . . . )
(4) Montrer que (Vx € R*); f'(x) = ("—1)2’ puis, aprés avoir comparé e* et 1 + x, dresser le
e —

tableau de variations de f. (1,75 pt)
(5) Construire (C f) et (A) dans un repere orthonormé (O,?,f) (0,75 pt)
(6) Montrer que f réalise une bijection de R* vers un intervalle | a déterminer. (1pd
-2 Exercice 4 (6 points)

1

Vaxt+x2+1
F(0) = 0.On pose G(x) = F(2x) — F(x) pour tout x de R.

(1) Dresser le tableau de variations de f. (0,75 pt)

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = , et soit F la primitive de f sur R vérifiant

(2) Montrer que F est impaire, puis que G est impaire. (0,75 pt)
(3) Montrer que (Vx € R); G'(x) =2f(2x) — f(x), puis en déduire que G est strictement croissante

2
\2[ i foo]. (1,25 pt)

2 . L
sur 0,‘7 et strictement décroissante sur
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(4) En appliquant le théoreme des accroissements finis, montrer que

X x
Vx € RY); <GX) < ———m——
( +) V1624 +4x2 +1 ) Vb +x2+1
puis en déduire hIJIrl G(x) etque (Vx € R} ); G(x) < x. (1,5 pt)

(5) Montrer que G (

4])<p4]

(6) Soit (u,)nen la suite définie par ug € ] 0; ] et Vn € ]N)' Upi1 = G(uy).

Montrer que (Vn S ]N) 0<u, < 7, étudier la monotonie de (1, ),eN, puis montrer qu’elle est
convergente et calculer sa limite. 1pd

— —

e °

FIN DU SUJET

@@’@ EXERCICES BONUS @'@‘@

Facultatifs, non comptés dans la note sur 20 — chaque exercice est noté sur 2 points supplémentaires, soit 6 points de bo-
nus au maximum.

__ Exercice bonus n° 1 (2 pt)
Montrer que (V(u, b,x,y) € (IR";)4) ; xln( ) +yln (%) > (x+y)ln (ﬂ)
_ Exercice bonus n° 2 @2pb

1 n
Soit (uy )nen+ la suite définie par u, = (1 + n) .

Montrer que (1, ),cN+ €st croissante et majorée par ¢, puis en déduire qu’elle est convergente.
S

__ Exercice bonus n° 3 (2 pt)
Soit g la fonction définie sur R* par g(x) = /x.

(1) Dresser le tableau de variations de g. 0,75 pt)
(2) En déduire que (Vn > 3); /n > "3/n + 1, puis déterminer lim /n. (0,75 pt)
(3) Comparer les nombres e”™ et 77°. 0,5 pt)
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