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DEVOIR SURVEILLE N° 2 — MODELE 2

Suites numeériques — Suites récurrentes et adjacentes — Dérivabilité — Fonction Arctangente
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2¢me Bac Sciences Maths e Durée 4 heures e Barémesur20 e Prof. Saad Choukri

*%%. Exercice 1 (3,5 points)

Pour tout n de N*, soit f,, la fonction définie sur R par f,(x) = x" — 1 + Arctan(x).
(1) Montrer que I'équation f,(x) = 0 admet une unique solution «, dans R* et que 0 < &, < 1.

(1 pt)
(2) Montrer que (Vx € ]0;1[); fu+1(x) < fu(x), puis en déduire la monotonie de la suite () nen--

(1 pt)
(3) Montrer que la suite (a,),eN+ st convergente. 0,75 pt)
(4) Montrer par I'absurde que ngrrl a, = 1. (0,75 pt)

n o]
-3 Exercice 2 (5 points)
344

Partie I. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = * g )
(1) Montrer que f est continue et strictement croissante sur IR. (0,5 pt)
(2) Résoudre dans R I'équation f(x) = x, puis étudier le signe de f(x) — x sur R. (1 pt)
(3) Déterminer f(]—o0;0]), f([0;2]) et f( [2;+00[). (0,75 pt)

Partie II. Soit (1, ),en la suite définie par ug € Ret (Vi € IN); w41 = f(un).
(1) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur 1 pour que la suite (un)neN soit constante.
(0,75 pt)

(2) On suppose que ugy € ]0;2[. Montrer que (u,),eN est convergente et calculer sa limite. (0,75 pt)
(3) On suppose que uy € |—2;0[. Montrer que (u,),eN est convergente et calculer sa limite. (0,5 pt)

(4) On suppose que ug € ]2; +oo. Etudier la monotonie de (u,),cn et montrer que lirJrr1 Uy = +oo.
n— 400

(0,75 pt)
-2 Exercice 3 (3 points)
Soient (uy)nenN+ et (Un)nenN+ les suites définies par
“ 1, S, e
Uy = — —24/n et Up = — —2vn+1
n kgl \/E n kgl \/E
(1) Montrer que les suites (1, ),en+ et (v,)nen+ sont adjacentes. (2 pt)
n
(2) Calculer la limite de la suite (S;),en+ définie par S, = Z \}I; (1pd
k=1
,92., Exercice 4 (4,5 points)
Soit f la fonction définie sur R \ {1} par f(x) = AI‘%MIX
(1) Calculer les limites de f aux bornes de Dy, puis interpréter les résultats obtenus. (0,75 pt)
(2) Montrer que (Vx € Dy); f'(x) = ?(x) ot ¢(x) =x —1— (1+ x?) Arctanx. (0,5 pt)

1+2) k-1
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(3)
(a) Dresser le tableau de variations de la fonction ¢ sur R. 0,5 pt)

(b) Montrer que I'équation ¢(x) = 0 admet une unique solution a dans R et que —/3 < & <

—1. 0,75 pt)
(c) En déduire le signe de ¢ sur R. (0,25 pt)
4)
. 1 1 1
(@) Montrer que f(a) = T a2’ Puisen déduire que 1< fla) < 5 (0,75 pt)
(b) Dresser le tableau de variations de f, puis écrire 'équation de la tangente (T) a (C¢) au point
O origine du repeére. (0,5 pt)
(5) Construire la courbe (C f) dans un repere orthonormé (O; i ﬂ 0,5 pt)
-3 Exercice 5 (4 points)

Soit f la fonction définie sur I = [g ; n} par f(x) =1+ 3cos? x.

(1) Montrer que f admet une fonction réciproque f ! définie sur un intervalle | & déterminer.

0,75 pt)
(V)
(a) Montrer que f ! est dérivable sur |1;4[ et que (Vx € ]1;4[); (f_l), (x) = L .
2/ —x2+5x —4
0,75 pt)
7 13 1 / 2
Z.2Y < (f1 =
(b) Montrer que <Vx € ] v D i3 S (fF Y (x) < 3 (0,5 pt)
3)
(a) Calculer f (237T> et f <56> (0,5 pt)
74 . -1 . . 7 1
(b) Montrer que l’équation (E) f~'(x) = x admet une unique solution « dans Tl
(0,75 pt)
131\ 1 » 1
(c) Montrer que | Vx € Gl g(x +20) < fH(x) < 5(2x + ). (0,75 pt)

—; —

e L]

FIN DU SUJET

@@f\{,} EXERCICES BONUS @/"@@

Facultatifs, non comptés dans la note sur 20 — chaque exercice est noté sur 2 points supplémentaires, soit 6 points de bo-
nus au maximum.

_ Exercice bonus n° 1 @2pb
Soit (a,)neN une suite convergente telle que Lll;l;l a, = let (Vn S IN) ; an # 1.
n o0
an +a% +ay+ - +ak) —k
Calculer, pour k € N* \ {1}, la limite lim (@0 + i + ) :
n—+oo ay — 1
_ Exercice bonus n° 2 @2pb

n
1
Pour tout n de IN* on pose u,, = Z 2
k=1
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1 . . :
Montrer que (Vn € N*); u, <2 — _spuisen déduire que la suite (1,),en+ est convergente.

— Exercice bonus n° 3 2pb
Soient (1, )neN+ €t (Vy)nen+ les suites définies par
ur =1, up,=2 ¢ 11 =9, 1v,=6
e
(Vn € N*); tpso = /iy + /Uni1 (Vn € N*); Upi2 = \/Un + /Oni1

Montrer que ces deux suites sont convergentes et déterminer la limite de chacune d’elles.
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