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-3 Exercice 1 (3 points)

(1) Calculer les limites suivantes. (1,5 pt)

. . \3/>_\/E .. . 2 3/..3
(l)alclg}m et (zz)xgrfwx(\/x +1-Vx +1>

(2) La fonction f admet-elle un prolongement par continuité en xo dans chacun des cas suivants? On
précisera ce prolongement lorsqu’il existe. (1,5 pt)
() sin (711/cos x) () sin (cos (5x))
. X)=— — . X)=———"——
(i) x (i1) x+1

XOZO X():—l

-3 Exercice 2 (2 points)

Soit f une fonction numérique continue sur le segment [1;2] telle que f([1;2]) C [3;4].

(1) Montrer que 1'équation (E) f(xx) = 2 admet au moins une solution dans |1;2]. (1 pt)

(2) On suppose de plus que f est dérivable sur |1;2[ et que (Vx € ]1;2[); f'(x) > 2. Montrer que la
solution de (E) est unique. (1 pt)

-3 Exercice 3 (5 points)

(1) Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢(x) = 2x> — 11x% + 20x — 14.
(a) Dresser le tableau de variations de ¢. (0,75 pt)

(b) Montrer que I'équation (E;) ¢(x) = 0 admet une unique solution « dans R et que g <wa<
3. 1 pt)
(c) En déduire le signe de ¢(x) sur R. (0,25 pt)

(2) Soit F la fonction définie sur R \ {2} par F(x) = x2 —3x + 2

x—2
(a) Montrer que (Vx # 2); F'(x) = (X(P£x2))2, puis dresser le tableau de variations de F en préci-
sant les limites aux bornes. (1,25 pt)
10?2 —4a+9

(b) Montrer que F(a) = %, puis en déduire que F(a) > 0. (0,75 pt)
(c) Montrer que l’équation (E;) F(x) = 0 admet une unique solution g dans R et que —1 < <
0. (1pb)
-3 Exercice 4 (6 points)

Soit f la fonction définie sur I = |—oc0; 1] par

f(O):—% et f(x):$ pour x # 0.
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(1)

(a) Montrer que (Vx € I); f(x) , puis en déduire que f est continue sur I.

-1
_1+\/1—x

(0,75 pt)
(b) Montrer que f est une bijection de I vers un intervalle | que I'on déterminera. (0,75 pt)
(c) Calculer f~!(x) pour tout x de J. (0,5 pt)
(d) Pour tout x de I on pose i(x) = [2f(x) + 1] ® Montrer que h est une bijection de I vers un
intervalle H a déterminer, puis déterminer la bijection réciproque 1 ~!. 1 pt)
1
(2) Montrer que I'équation (E) f(x) = >X— 1 admet une unique solution « dans ]0;1]. (0,75 pt)

(3) Soit G la fonction définie sur K = {—g ; g} par

T T
(VxE}—E,ZD, G(x) = f(tanx) et G<—§> =0
(a) Montrer que G est continue sur K. 0,75 pt)
(b) Montrer que G est une bijection de K vers un intervalle L a déterminer. (0,75 pt)
(c) Calculer G~!(x) pour tout x de L. (0,75 pt)
-3 Exercice 5 (4 points)

1 19
On considere dans R I'équation (G) Arctan(x — 1) = Arctan <x> + Arctan <8> , et soit f la fonc-

1
tion définie sur R* par f(x) = Arctan(x — 1) — Arctan (x)

(1) Calculer xl—i>Too f(x)et xl—i)lzloo f(x). (0,5 pt)
(2) La fonction f admet-elle un prolongement par continuité en 07? Justifier la réponse. (0,75 pt)
(3) Déterminer f(]0; +oo[ ) et f(]—00;0[). (1 pt)
@
(@) Montrer que 1’équation (G) admet une unique solution appartenant a |1; +oo[. (0,75 pt)
(b) Déterminer la solution de I’équation (G). (1 pt)

FIN DU SUJET

@‘@’@ EXERCICES BONUS @'@‘@

Facultatifs, non comptés dans la note sur 20 — chaque exercice est noté sur 2 points supplémentaires, soit 6 points de bo-
Nus au Maximum.

__ Exercice bonus n° 1 (2 pt)

1
Soit f une fonction numérique continue sur R telle que (Vx € R% ); f(x) x sin <x> = 0. Montrer

que (Vx e RY); f(x) =0.

__ Exercice bonus n° 2 (2 pt)
Soit (fn)nen la suite définie par fp =0, f; = 1 et (Vn € ]N); fu+2 = fus1 + fu.
(1) Montrer que (Y1t € N); (fus1)> — fu X futa = (=1)". (1 pt)
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(2) En déduire que (Vn S ]N*) ; Arctan <1) = Arctan ( 1 > + Arctan < 1 >
fon fon+1 font2

— Exercice bonus n° 3
Soit f une fonction numérique définie sur R vérifiant

lx —yl

N =

(V(x,y) € R?);

fx) = fly)| <

Montrer que I'équation (E) f(x) = x admet une unique solution dans R.
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