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Le syjet de l'épreuve de mathématiques du concours général des sciences et technigues, session 2026, est
composé d'un probléme comportant sept parties.

Pour répondre & une question donnée du sujet, tout candidal peut admettre et utiliser les résultats des
questions qui la précédent, méme s\l ne les a pas traitées, & condition d'indiguer avec précision les références
des questions utilisées.

Nl est 4 noter que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements
constitueront des éléments importants pour ['appréciation des copies. Il convient en particulier de mentioner
avec précision les des questions abordées.

L'usage de tout document ou matériel électronique est interdit.

Si, au cours de 'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il le signale sur sa
copie et poursuit sa compasition en expliquant les raisons des initiatives qu'il est amené & prendre. i

Probléme

Polynémes et nombres de Bernoulli, formule sommatoire
d'Euler-Maclaurin et fonction zéta de Riemann

Définitions et notations

1. Dérivées successives, classe d'une fonction

Soient / un intervalle non trivial de R et f: I — R une fonction numérique définie sur I; soit n un entier
naturel non nul.

v On dit que la fonction f est une fois dénvable sur I si elle est dérivable sur I; dans ce cas, on pose
SO = /', od f' est I fonction dérivée de f; () est appelée la fonction dérivée d'ordre 1 de la fonction f.

v On dit que la fonclion / est deur fois dérivable sur I si la fonction f(") est dérivable sur I'; dans ce cas,
on pose f@ = (fM)", od (fM)" est la fonction dérivée de f1); f@ est appelée la fonction dérivée d'ordre 2
de la fonction f.

v Par récurrence sur n € N*, on dit que la fonction f est n-fois dérivable sur I si la fonction JD st
dérivable sur 1 ; dans ce cas, on pose (™ = (f(=1))’ o) (f*=D)’ est la fonction dérivée de f("=1); f(™) est
appelée la fonrhon dérivée d'ordre n de la fonction f.

v On dit que f est de classe C?, p € N*, sur I si elle est p—fois dérivable sur I et f(), sa dérivée d'ordre
p, est de plus continue sur /. Par convention, on pose f(®) = f et on dit que f est de classe C° sur I si elle est
continue sur /.

v On dit que f est indéfiniment dénivable (ou de classe C*) sur I si elle est p—fois dérivable sur I, pour
tout p € N*.

2. Rappels et compléments sur les fonctions polynomliales

On note & I'ensemble des fonctions polynomiales définies sur R et & coefficients réels; pour tout entier
naturel n, on note 92, I'ensemble des fonctions polynomiales appartenant & & et dont le degré est inférieur ou
égal A n.

On rappelle et on admet ce qui suit :

v toute fonction polynomiale appartenant & 9 est n-fois dérivable sur R, pour tout entier naturel non nul
n,

v pour tout n € N et tout P € #,, P*) = 0 pour tout entier naturel k > n +1;

v pour tous P, Q de &P, deg (PQ) = deg (P)+deg (Q), on deg (R) désigne le degré de la fonction polynomiale
Re P,

v si n € N et si deux fonctions polynomiales P et Q de &, coincident en au moins n + 1 points deux &

deux distincts de R, alors P = Q;
v toute fonction polynomiale est de classe C™ sur R;
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¢ Formule de Taylor pour les fonctions polynomiales : si P € & est une fonction polynomiale de degré n, alors
pour tout a € R on a la formule dite de TAYLOR ! suivante :

| -
‘ VreR, P(x)=2”:(°)
L w

(r - a)t.

’ 3. Continuité uniforme
Définition : Soient / un intervalle de R et f : ] — R. On dit que f est wniformément continue sur [ si :

{" ¥e>0, 39>0, V(r,y)el |r-yl<n = |f(z)-fly) <e.

Vous pouvez utiliser librement le résultat suivant appelé théoréme de HEINE? :
Théordme de Heine : Si f : [a,b] — R est une fonction continue sur le segment [a, 3], avec a < b, alors f est
uniformément continue sur [a, 8]
4. Coefficients binomiaux généralisés

‘ = T\ _ (x=1)--(x=-r+1) x
Pour:rGRetreh,onno(e(r a et °

o ——Ldr et (r)=Osinm
(s T os)(r—s)! e s )
5. Partie entiére d’un réel

Si r € R, on note |r| la partie entiére de r; || est donc I'unique entier relatif k vérifiant k < r < k + 1.

) = 1; ainsi, pour tout (r,s) € N,

1*™® Partie
Premiéres propriétés des nombres et polynémes de BErvourL®

On considére la suite (Bg)ren d'éléments de & définis sur R par le systéme suivant :
1
VreR, Bo(z)=1, B, (z)=(n+1)B.(z) et / Ba;i(t)dt =0, pour tout n € N.
[\

Pour tout n € N, on pose b, := B,(0); b, s’appelle le n—iéme nombre de BERNOULLI.
1.1. Justifier que le systéme ci-dessus définit bien une unique suite (B, ).cx d'éléments de P.
1.2. Calculer explicitement les polynémes B,, B, Bj et By ; en déduire les valeurs des nombres b, by, by et b‘.\/
1.3. Degré et coefficients de B,
1.3.1. Montrer que, pour tout n € N, B, est a coefficients rationnels. v /
1.3.2. Soit n € N. Déterminer le degré de B, ainsi que son coefficient dominant.
1.4. Soit n un entier > 2. Montrer que B,(1) = b,. i
1.5. Une relation de symétrie
1.5.1. Soit (n,z) € N x R. Montrer que B,(1 — 1) = (=1)*Ba(z).
1.5.2. En déduire que, pour tout n € N*, bya3; = 0.

1.6. Une formule d’addition et application :
1.6.1. Soit (n,) € N x R. Montrer que pour tout k € {0, ...,n}, B (z) = (n%k—),B._.(x). x/
1.6.2. Montrer que, pour tous (r,y) e R?etneN, B, (z +y) = Z (:)Bn-t(f) vt v
k=0
=y, T%
1.6.3. En déduire que, pour tout n € N*, b, = — Z( )bk-
n+1 Fard k

1.6.4. Montrer que pour tout (n,r) € N* x R,

|Ba(a) - ba < (2] +1)" _ max |,

1. Tavioa. math anglais (1685-1731)
2. He~s, math allemand (1821-1881)
3. Jacoess Bmasoriu, math, medecin et phy. suisse (1654-1708)
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1.7.2. Soit (n,p) € N* x N.

(i) Montrer que ik’:ﬁ(Bﬁ.l(n-}l)—bﬂ,). \/

k=1

= = z 1 d xfP+1 =k
(i) Endédunehformuledehulhabersumnte:gk’=m§o(—l) ( i )b.,n”“ 3

(iii) Calculer la somme Zk"’ en fonction de n. (/
k=1

2¥me partie
Etude des racines des polynémes B,, dans le segment [0, 1], avec n € N*
Théoréme de VON STAUDT 5— CLAUSEN © et une application

2.1. Racines du polynéme B, dans le segment [0, 1].
Soit n € N*.
2.1.1. Montrer que 0, 1 et 1 sont des racines de Ban41- (/

[0,1). Raisonnant par I'absurde, on suppose qu'il existe a € [0,1] \ {0, 1,1} tel que Bq41(a) = 0.

(iii) Conclure.
2.1.3. Montrer que B;, admet exactement deux racines dans le segment [0, 1]. t/

suivant : < pour tout n € N°, By, n'admet pas de racine entitre. > ‘/

2.2. Montrer, pour tout triplet (k,r,s) € N3, la formule (i) (:) = (k) (k i

8 r—s

r
| 2.3. Soit p un entier naturel ; pour tout r € N, on pose ap, = Z(—l)"‘ (:)s’.

=0 ‘/

P
‘ 2.3.1. Montrer que pour tout k € {0,...,p}, k* = Za,,_, (’:)
r=0

! (:) est polynomiale en z. \/

2.3.3. Montrer que pour tout r € {0,...,p}, a:lr cZ

| 2.4. Soit p € N; on considére I’équation fonctionnelle (£,), d’inconnue f € 2, suivante :

VzeR, f(z+1)- f(z)=2".

Montrer que les solutions dans &? de I'équation fonctionnelle (£,) sont exactement les fonctions

j,,:zr—)f,(:r)=a+ia,,,(ril). a€R. l/

r=0

4. Favruasea, math. allemand (1580-1635)
5. StavDT, math. allemand (1798-1867)
' 6. Crauses, math. danois (1801-1885)

3/ R
L nee——
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1.7. Formule de FAULHABER ¢ /
1.7.1. Montrer que, pour tout (n,z) € N* x R, Ba(z + 1) — Ba(z) = nz"~1.

2.1.2. L'objectif de cette section est de montrer que Bj,4) admet exactement trois racines distinctes dans

P
2.3.2. En déduire que pour tout r € R, 2P = Z apr (':) On remarquera que pour tout ¢ € N, l'ezpression |
r=0

(i) Si a < }, montrer qu'il existe 8,7 € [0,1], avec 0 < § < a < ¥ < }, tels que Bza(B) = Ban(7) = 0. ./*
(ii) Si a > 1, montrer qu'il existe 8,7 € [0,1), avec 0 < f < 1 —a < 7 < 3, tels que Bz,(8) = B2a(7) = 0. :

La suite de cette partic vise A montrer le théoréme de Von Staudt-Clausen et a établir le résultat |

(€5)
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2.5. Soit (p,z) € NxR.

P
2.5.1. Montrer que Bp41(z) = bp41 + (p+ 1) Za,., (r _: 1).
r=0

v

P r
2.5.2. En déduire que b, =) i . 3 -1y’ (") 3
r=0 L + =0 S

2.6. Soit r un entier > 5 tel que r + 1 ne soit pas premier. Montrer que I’entier r! est divisible par (r + 1).
2.7. Soit r un entier > 1 tel que r + 1 soit premier.
2.7.1. Soit p € N; on suppose que r ne divise pas p et on note t le reste de la division euclidienne de p par r.

(i) Montrer que pour tout z € {1,...,r}, z? = z* [r +1). \/
(ii) Montrer que I'équation z* = 1 [r + 1], d’inconnue z, admet au plus t solutions dans {0,...,r}. 1/
(iii) En déduire qu’il existe a € {1,...,r} tel que a® # 1 [r + 1. ‘/

r

(iv) Montrer que z': = Z(as)” [r+1].

s=0 =0
r
(v) En déduire que Zs” =0([r+1). /
s=0

2.7.2. Montrer que pour tout s € {0,...,r}, (-1)* (:) =1[r+1)].
2.7.3. En déduire que, pour tout p € N*,

5 nefT\er = a P = rir+1) sir|p, \/
g( D (s)s’_g _{0[r+1] sir{p.

2.8. Soit n € N°*. On note Q, I'ensemble des nombres premiers p tels que (p — 1) | 2n. Montrer le théoréme de
Von Staudt-Clausen suivant :
1
b!u + 2 =’ G Z
PEQn p
2.9. Application : Le polynéome B;, n’a pas de racines entié¢res
Soit n € N*. On suppose qu'il existe a € Z tel que Bz,(a) = 0.
2.9.1. Montrer que b2, ¢ Z et quea € Z\ {0,1}.
a-1

2.9.2. On suppose que a > 2. Montrer que by, = —2n Z k™! et conclure.
k=1

2.9.3. On suppose que a < —1. Montrer que B;,(1 — @) = 0 et conclure. |

3*™e partie '
Formule sommatoire d’EULER 7— MACLAURIN 8

3.1. Fonctions de Bernoulli périodisées
Soit n € N; on définit la fonction réelle de la variable réelle E. :R— R, z— B, (:t - [:J)

3.1.1. Montrer que la fonction B est 1-périodique sur R.

3.1.2. On suppose ici que n > 2. 7
(i) Montrer que la fonction B, est continue sur R. Que dire de la fonction B? /
(ii) Montrer que la fonction B, est de classe C"~2 sur R et que, pour tout k € {0,...,n-2}, 5,(.")(1) = 55.")(0). :

7. EuvLen, math. et phy. suisse (1707-1783)
8. Macravmin, math. écossais (1698-1746)
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|

i
l

3.2. Une formule préliminaire
Soit f une fonction réelle de classe C* sur [0, +oo[. On pose

—1\n+1 : ——
R, = %/ﬂ Bo(2)f™(z)dz, neN.

1
3.2.1. Calculer Ry et R; en fonction de f(O), f(1) et / f(t)de.

3.2.2. Pour n > 2, démontrer que R, = (f("“)(l) f("")(O)) + Rn-1. ’\/
3.2.3. En déduire que, pour tout n € N'

J()= / f(x)dx+2 2(10-9(1) - f60(0)) + Ro. v

p-l
3.3. Formule sommatoire d’Euler—-Maclaurin
3.3.1. Soit (k,n) € N x N*. Montrer que

n k+
I(k+1)-/ f(z)dz+2 (I"’"’(k+1) f(”")(k)) ‘—l)i/k B, (z)f™(z) dz. \/

p—l
On pourra appliquer la formule de la question 3.2.3. précédente d la fonction z — f(k + z).
3.3.2. Soit r € N*. Etablir que, pour tout n € N°*,

zf(k) / f(z)d:+2 2 (10-9(r) - fo-0(0)) + ¢ / Bo(2)f™ (z) dx.

P=1

4*™e partie
Etude de la suite (Sn(ﬂ))nzx

Soit a > 1. Pour tout n € N*, on pose S,(a) = Z—
k=1
4.1. Convergence de la suite (Sp(a)),>)

4.1.1. Vérifier que la suite (Sa(a)) ., est croissante. w4

g 1

= <E

v

n21
4.1.2. Montrer que pour tout k € N*, ﬁ < /,r

4.1.3. En déduire que pour tout n € N°,

4.1.4. Conclure que la suite (S,.(ct))"21 converge. l/
n
1

Dans la suite, on notera {(a) sa limite. Ainsi, {(a) = "_.Tw > =

z ey ot ( est la fonction de Riemann

/

k=1
définie par :
+00 1
¢:]1,400[— R, s+—{(s) = o i
n=1
4.2. Encadrement du reste \/ ‘
A . 1 1 1
4.2.1. Soient p,q € N°, avec p > g. Montrer que 0 < Sy(a) — Sy(a) < F¥5] (qa_l - pa_l).
> 1 V
4.2.2. En déduire que, pour tout n € N*, 0 < {(a) — Sa(a) < () ok

4.3. Equivalent de {(a) quand a tend vers 1 par valeur supérieure
4.3.1. Monter que pour tout a > 1, L 1€ {(a) < -—l /
4.3.2. Conclure quant a I'existence et la valeur de la limite hm (a - 1){(a).

5/ 8
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5%™e Partie
Calcul explicite des nombres ((2k), pour k € N°*, & ’aide des nombres de Bernoulli

sin((2n + 1)0)‘

n
5.1. Soit (n,8) € N* x ]0, n[. Montrer que 1+2 ) _ cos(2k6) = — ——

k=1
5.2. Calcul des intégrales I, x, pour (n,k) € N°* x N*

1
Pour tous n, k € N*, on pose I, x = / Ba,(t) cos(2knt) dt.
0

5.2.1. Soit k € N*. Pour n > 2, établir la formule de récurrence I x = —2-%%2 In-1-
5.2.2. Calculer l'intégrale I) x pour tout k € N°*. \/
5.2.3. En déduire que, pour tous n,k € N*, I,,, = w
g (2km)?n
5.3. Etude de la fonction auxiliaire &,
Soit n un entier > 3. On considére la fonction &, : [0,1] — R définie par :
®.(0) = %’—' ®n(1) = —2,(0) et Bp(t) = B—:i(;—z’;T"" si t€)o,1f.

Montrer soigneusement que la fonction ®,, est continue sur [0, 1).
5.4. Un lemme de type Riemann-Lebesgue

Soit f une fonction continue sur [0, 1]. / |
+3 ,

1 1
5.4.1. Montrer que pour tout A > 0, / f(t)sin(At)dt = —/ f(s - ;) sin(As)ds. »
0 %

5.4.2. Montrer que pour tout A > ,

/ol j(t)sin(At)dtl << max I!(r)l+%/; |f(')‘f("§)|d"

A z€(0,))
5.4.3. Soit € > 0. Montrer qu'il existe n > 0 tel que, pour tout A > 7/n, on ait :

vee (5], 10— (- D)l <e.

1
5.4.4. En déduire que lim / f(t)sin(At)dt = 0.
A= +00 0

5.5. Application au calcul de {(2n), pour n € N*
5.5.1. Soit (n,p) € N* x N*. Montrer que, pour tout t € [0, 1],

®2n(t) sin((2p + 1)mt) = (Ban(t) — ban) (1 +2 icos(ﬂmt)) : |

k=1

1 P
5.5.2. En déduire que pour tout (n,p) € N* x N°, / @2 (t) sin((2p + 1)nt) dt = —by, + 22 Inx.
0 k=1

(_l)n-122n-l"2n |

5.5.3. Conclure que, pour tout n € N*, {(2n) = @) b2,. Que vaut ¢(2)? Et ((4)?

6™e Partie |
Etude de la suite (Ib2nl),, ¢y €t une application probabiliste '

6.1. Etude de la suite (|bzal),x

t t ‘
1
6.1.1. Montrer que pour tout t > 1, (1+%) <eg (l+ 1) g |

6 /8 |
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27 2n 2n 2n+1
6.1.2. En déduire que, pour tout n € N*, e (T) <(2n)lge? (?) :

n\2n 4 (1|20
6.1.3. Montrer alors que pour tout n € N*, 2e (;;) < |b2n| < 8me (;) , et conclure quant a la

nature de la suite (|bznl),cN-

2n/
6.1.4. Montrer que lim 2V banl _ i
—+00 n e

6.2. Une application probabxliste
Soit n € N. On considére la variable aléatoire X, définie sur un espace probabilisé fini (2, P) et vérifiant
Xa(@) = {lbak] 5 K € {0,...,n}} et

Vke€{0,...,n}, P(Xp=|bxk|)=—=

6.2.1. Déterminer 'espérance E(X,,) et la variance V(X,) de la variable aléatoire Xy, .

6.2.2. Préciser le comportement de la suite (E(X})), g

b(n) , ol

6.2.3. Montrer que, pour tout n € N, P(X,, < n) < =

b: [0,+00[— R,z +— card{n € N; |bza| < z}.

T
6.2.4. Soient a,B,d €]0,+00[; on considere la fonction hq g5 ]‘—:—, +oo[ — R, z+— (Bz +6) ln(;)-
Montrer que hq g s réalise une bijection de ] %, +oo[ sur un intervalle J a préciser.
Dans la suite, on notera Y,,5,5 la fonction réciproque de ho 5.

6.2.5. Montrer que lim In(z) Ya.0.4(z) =4
z—+400

x B- \
6.2.6. Montrer que pour r assez grand,
llbaezl(lnmI)J <1+ l'/’rezo(]n QC)J
6.2.7. Montrer que :Bxfw % %

6.2.8. Conclure que pour tout s > 1, lim nln(ln(n)) P(Xn < 1)

n—+00 (In(n))* =

7°™me Partie
Une application de la formule sommatoire d’Euler—Maclaurin
a ’approximation de ¢(a), pour a > 1

Pour tout z € R, on pose ¥, (z) = z(z + 1)---(z+r—1)sir € N* et Yo(z) = 1. On considére a > 1 et on
désigne par v la fonction

v: [0,+W[—) R, z+— (T-}-—z):'

(_ l)n"/"n (a)
(1 + z)o+n :
7.2. En appliquant la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin a la fonction 7, prouver que pour tous r,n € N*,

3 1 ~ (=1)¥y-1(a) 1
Y a1+ oty ()t 5 o (- ) -

. _Ya) [ B,(2)
el i /,,(1

+ z)a+r

7.1. Montrer que 7 est de classe C* et que pour tout (n,z) € N x [0, +0o[, (") (z) =

7/8
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7.3. Un résultat utile

Soit g une fonction réelle continue sur [0, +o0o[ telle qu'il existe M > 0 tel que 0 < g(t) < M pour tout
t 2 0. On pose 4, = on m%dz, n € N. Montrer que (Yn)neN €st croissante et majorée par M
Conclure.

7.4. Montrer que la suite (z,)nen converge. Dans la suite, on notera A, sa limite.
7.5. Résultat d’approximation de {(a)

a+r-1

P
7.5.1. Montrer que pour tous a > 1 et r € N°*, {(a) = + Z (=1 V:,_,(a) - Aa-

7.5.2. Montrer que pour tous a > 1 et r € N°,

¥r(a) max |B(t)|

-1 IIJ_
C(a) - E( X r ey, < r!(a-l::'-l)

7.5.3. Retrouver ainsi la valeur de la limite linlx‘ (a = 1)¢(a).
a—

FIN DU SUJET

/8 '
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