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Session 2025 Sujet de Mathématiques Durée : 4h

Le sujet de I’épreuve de mathématiques du concours général des sciences et techniques, session 2025, est composé
d’un exercice et d’un probléme indépendants a traité dans I’'ordre souhaité.

Pour répondre a une question donnée du sujet, tout candidat peut admettre et utiliser les résultat des question
qui la précédent, méme s’il ne les a pas traitées, a condition d’indiquer avec précision les références des questions
utilisées.

Il est a noter que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements
constitueront des éléments important pour Uappréciation des copies. Il convient en particuler de mentioner avec
précision les références des questions abordées.

L’usage de tout document ou matériel électronique est interdit

Si au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie
et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Exercice :
A propos de dérangements d’un ensemble fini

Notation, définitions et rappels :

Si n est un entier naturel non nul, on pose E, = {1,--- ,n}:
« On appelle permutation de E,, toute bijection de E,, sur lui-méme.
) ) 1 ...
« Si o est une permutation de F,,, on la note o = " .
o(1) - o(n)

« Si o est une permutation de E,,, on appelle point fixe de o tout élément k € E,, tel que o(k) = k.
+ On appelle dérangement de E,,, toute permutation de E,, n’ayant aucun point fixe.
« On note ., I'ensemble des permutations de E,, et Z,, 'ensemble des dérangements de F,.
+ On rappelle que le cardinal de .#, vaut n! et on note d,, le cardinal de Z,,.
1.1. Ecrire la liste des éléments de chacun des ensembles .7} et .%.
1.2. Donner les valeurs de d1, ds et d3.

1.3. Une premiére expression du nombre de dérangements :

Soit n un entier naturel non nul, pour tout k& € {0, --- ,n}, on note .#; 'ensemble des permutations de F,, ayant
tement k point(s) fixe(s) et n n!
exactemen oint(s) fixe(s) et on pose : = —.
P P k)~ Kl(n—k)
P .
—k 1 Sip=0
1.3.1. Soit p € {0,--- ,n}. Montrer que : R (M) (T =
pe o Momrerawe: S0 (1) (3 75) <0 wn s
1.3.2. Montrer que les ensembles %y, %1, - - - , %, sont des ensembles deux a deux disjoints et que n! = Z Card(%y,).

k=0

1.3.3. Déterminer Card(.%, ) et Card(.%;) puis montrer que, pour tout k¥ € {1,--- ,n} : Card(:F%) = (Z) dp—k.

n

1.3.4. En déduire que n! = Z (Z) dp—r = Z (Z) dg.

k=0 k=0
s o "L (—1)k
1.3.5. Déduire de ce qui précéde que n! = Z =dp.
= k!
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1.4. Une deuxiéme expression du nombre de dérangements :
n
: (—1)k
Pour tout entier n > 0, on pose z,, = g ]
k=0
1.4.1. Montrer que les suites (Z2p,)nen €t (T2,+1)nen sont adjacentes. On note I leur limite commune.

1.4.2. Montrer que la suite (z,,),en converge vers [.

1
1.4.3. Montrer que, pour tout entier n > 1, |xn — l| < — .
(n+ 1!
1 ‘ o ant 1
1.4.4. On admet que | = —, montrer que pour tout entier n > 2, d,, est la partie entiére du réel — + 3
e e

1.5. Probabilité qu'une permutation soit un dérangement :
Soit n un entier naturel non nul, on note p,, la probabilité qu'une permutation choisie au hasard (ie. de facon
équiprobable) dans .7, soit un dérangement.
1.5.1. Exprimer p,, en fonction de n.
1.5.2. La suite (p,,)n>1 admet-elle une limite ? Si oui laquelle ?
1.6. Une application probabilite :
Soit n un entier naturel non nul. On répartit au hasard n boule numérotées de 1 a n dans n urnes également
numérotées de 1 a n, en placant une seule boule par urne. On note X, la variable aléatoire qui a une telle répartition
associe le nombre de coincidences entre le numéro de I'urne et celui de la boule qu’elle recoit.

1.5.1. Déterminer la probabilité P(X,, = 0) de I'événement {X,, = 0} et en déduire une expression de la probabilité
P(X, > 1).

1.5.2. Démontrer que pour tout entier g € E,,, P(X, = Z k:'
q

1.5.3. Montrer que 'espérance de la variable aléatoire X, est 1ndependante de l'entier n.

Probléme :
Etude de quelques propriétés
des fonctions absolument monotones

Notation, définitions et rappels :

« Dans ce probléme, R désigne 'ensemble des nombres réels et N I'ensemble des entiers naturels. Si (n, k) € N2, avec

|
k < n, on note (Z) le coefficient binomial défini par : (Z) = ﬁ

« Onnote exp :  — e” (resp. In :  — In(z)) la fonction exponentielle (resp. logarithme népérien).
- Dérivées successives, classe d’'une fonction : Soient I un intervalle non trivial de R et f : I — R une fonction
numérique définie sur I, soit n un entier naturel non nul.

— On dit que la fonction f est une fois dérivable sur I si elle est dérivable sur I, dans ce cas, on pose f 1) = 1!, ol
f" est la fonction dérivée de f, f(1) est appelée la fonction dérivée d’ordre 1 (ou dérivée premiére) de la fonction f.

— On dit que la fonction f, est deux fois dérivable sur [ si la fonction f (1) est dérivable sur I, dans ce cas, on pose
f@ = (fM), ot (fM) est la fonction dérivée de (1), f(2) est appelée la fonction dérivée d’ordre 2 (ou dérivée
seconde) de la fonction f et peut aussi se noter f”.

— Par récurrence, on dit que la fonction f est n—fois dérivable sur [ si la fonction f (n=1) est dérivable sur I, dans
ce cas, on pose f(™ = (f(»=1) ou (f("~1))’ est la fonction dérivée de f(*~1), () est appelée la fonction
dérivée d’ordre n (ou dérivée n-iéme) de la fonction f.

— On dit que f est de classe CP, p > 1, sur [ si elle est p-fois dérivable sur [ et f (1) sa dérivée d’ordre p, est de plus
continue sur I. Par convention, on pose (%) = f et on dit que f est de classe C° sur I si elle est continue sur I.

— On dit que f est indéfiniment dérivable (ou de classe C°°) sur [ si elle est p-fois dérivable sur I, pour tout p € N*.

« On admet que le produit (resp. la composée) de deux fonction p-fois dérivables (resp. de classe CP) est p-fois dérivable
(resp. de classe CP), oup € N.

» Formule de Leibniz pour la dérivée d’un produit : Soient I un intervalle non trivial de R et n un entier naturel
non nul. On considére deux fonctions numériques f : I — Ret g : I — R n-fois dérivables sur I. Alors, la
fonction fg est n-fois dérivable sur I et on a la formule dite de Leibniz :

vz eI, (fg) (n) Z( )f(k) (n— k)(x)

k=0
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« Définition : Soit I un intervalle non trivial de R. Une fonction f : I — R est dite absolument monotone sur [ si
elle est indéfiniment dérivable sur [ et vérifie :

V(n,z) e Nx I, f™(z)>0

Le probléme comporte quatre parties et il a pour but d’étudier quelques propriétés remarquables des fonction absolument
monotones. La premiére partie est consacrée a I’étude de qualques exemples et résultats généraux de ces fonctions. La
seconde partie porte sur la formule de Taylor avec reste I'intégrale et une application a ’exponentielle. La troisieme
partie entame 1’étude d’un théoréme de Bernstein donnant une égalité étendue entre une fonction absolument monotone
et son développement de Taylor. La quatriéme partie est consacrée a 'étude de quelques autres propriétés des fonctions
absolument monotones.

Partie 1:

Quelques exemples et résultats généraux
sur les fonctions absolument monotones

1.1. Premiers exemples :

1.1.1. Montrer que la fonction exponentielle z — ¢® est absolument monotone sur R.

1
1.1.2. On considére la fonction f : £ — —— —
1- 1+z
indéfinment dérivable sur I'intervalle ]0, 1], en calculer les dérivées successives et montrer que la fonction f

est absolument monotone sur |0, 1[.

définie sur I'intervalle ]0, 1[. Justifier que la fonction f est

1.1.3. Enoncer et démontrer une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients d’'une fonction polynomiale
réelle pour qu’elle soit absolument monotone sur U'intervalle [0, +o0].

1.2. Un autre exemple :
On considére la fonction f : £ — — In(1 — z) définie sur 'intervalle [0, 1].

1.2.1. Justifier que la fonction f est indéfiniment dérivable sur I'intervalle [0, 1] et préciser, pour tout entier n > 1,
Lexpression f(™)(0). Pour tout entiern > 1, on définit les deux fonctions u,, et v, sur Uintervalle [0, 1] par :

Vo € 10,1, up(z) =In(l — z) +Z% et vy, () = up(z) +
k

n k xn+1
=1

1—a

1.2.2. Soit n > 1. Justifier que les fonctions w,, et v,, sont dérivables sur I'intervalle [0, 1] et donner, sous forme
simplifiée, des expressions de leur dérivée. En déduire les signes des fonctions u,, et v,,.
no_k
T
1.2.3. Soit z € [0, 1[. Montrer que la suite (Z ) converge vers — In(1 — x). On écrit alors :
n>1

k
k=1

k "
SRR 35 vie

1.3. Quelques résultats généraux :
Soient I et J deux intervalles non triviaux de R.

1.3.1. Justifier que toute fonction f absolument monotone sur I est positive, croissante et convexe sur I.

1.3.2. Montrer qu’une fonction f est absolument monotone sur I si, et seulement si, elle est positive, dérivable sur I
et sa fonction dérivée f’ est absolument monotone sur 1.

1.3.3. Soient f et g deux fonctions absoluement monotones sur 'intervalle /. Montrer que les fonctions f + g et fg
sont absolument monotones sur /.

1.3.4. Montrer que si f est absolument monotones sur 'intervalle I, alors la fonction el est absolument monotone

sur I. (On pourra raisonner par récureence.)
1
1.3.5. On considere la fonction g : z — Vg définie sur 'intervalle |0, 1[. Montrer que g est absolument
—x
monotone sur U'intervalle |0, 1[. On pourra considérer h :— In(g(x)) et calculer h'.
1.3.6. Montrer plus généralement que si ¢ : J — R est absolument monotone sur J et f : I — R est absolument
monotone sur I, avec ¢(J) C I, alors la fonction f o ¢ est absolument monotone sur J. On pourra exploiter

une récurrence bien énoncée pour montrer que pour toutn € N, (f o )™ > 0.
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Partie 2 :

Formule de Taylor avec reste intégrale
Application a la fonction exponentielle

2.1. Formule de Taylor avec reste intégrale :
Soit 7 un intervalle non trivial de R et soit f : I — R une fonction de classe C"*1, ot n € N. Pour tout (a,b) € I>
ettout k € {0,--- ,n}, onpose:

bop ok
Rk:/a %‘f(lﬁrl)(t)dt

2.1.1. Montrer que pour tout k € {1,--- ,n}

Nk
Ry i = %Jt(k)(a) + Ry

2.1.2. En déduire la formule de Taylor a I'ordre n avec reste intégrale suivante :

n — )k b _\n
1) = Y- Pt @+ [T e

— o n!

2.2. Etude de quelques suites de nombre réels :

Tn41

2.2.1. Soit (z,,)n>0 une suite de nombres réels strictement positifs telle que la suite ( ) soit convergente
n>0

In
de limite nulle. Montrer que la suite (x,,),en est convergente de limite nulle.

n

A
2.2.2. Soit A un nombre réel strictement positif. Montrer que la suite (|> est convergente de mimite nulle.
/>0

2.3. Application au calcul de la limite d’une suite :
. . . LA SN GRSy
2.3.1. Justifier que pour tout réel et tout entier naturel n > 1:¢e” = E i + — dt.
. O n-

k=0
2.3.2. Montrer que, pour tout réel non nul x et tout entier naturel n > 1,

T n n+1
/ (z-1) etdi| < || clel
0 n! (n+1)!

xT _ t n
2.3.3. En déduire la limite de la suite ( / (x')etdt> , pour tout réel .
0 n: n>1

no_k
x
2.3.4. Montrer que pour tout réel z, la suite numérique ( E k:') est convergente de limite e®. On écrit alors :
k=0 "/ p>0

n —+o0
- . zF "
e’ = lim g — = E —
n—+400 k! n!
k=0

n=0

Partie 3 :

Application au développement en série entiére
d’une fonction absolument monotone
Théoréme de Bernstein

3.1. Théoréme de Bernstein sur un intervalle de la forme [0, a[ avec 0 < a < +00:
Soient a €]0, +00[U{+00} et f une fonction de classe C*° sur I'intervalle [0, af telle que sa restriction a I'intervalle
10, a[ soit une fonction absolument monotone sur |0, a[, en particulier f vérifie :

Y(n,z) € Nx]0,a, f™(z)>0
Pour tout (n,z) € N x [0, a[, on pose :

anrl

k! n!

n L pk) 1
Salx) =Y T2 o Rn(z) = / (1 —w)"f" D) (zu)du
k=0 0
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3.1.1. Montrer soigneusement que pour tout n € N, £(™)(0) > 0.
3.1.2. Montrer que pour tout = € [0, a[ et toutn € N,

f(x) = Sn(2) + Ru(2)

3.1.3. Montrer que, pour tout z € [0,a[ettoutn € N,0 < R, (z) < f(z) et 0 < Sp(z) < f(x).
3.1.4. Montrer que pour tout = € [0, a[, la suite numérique (.S,,(x))n>0 est convergente. On posera alors :

R (D)
Zfi'(o)x” = lim S,(z)
— nl

Ry (2)
xn-{-l >
3.1.6. Soit n € N, montrer que, pour tout z € [0, af et tout y €]z, al, :

0< Rn(z) < (§>n+1 Rn(y) < @)nﬂ f(y)

3.1.5. Soitn € N, établir que la fonction x — définie sur I'intervalle ]0, a[, est croissante.

= F(0)
3.1.7. En déduire que pour tout z € [0,a[, f(z) = Z "
n!

n=0
3.2. Extension du théoréme de Bernstein 4 un intervalle de la forme | — a,a[, avec 0 < a < +00:
Soient a €]0, +00[U{+00} et f une fonction absolument monotone sur 'intervalle | — a, a[, ¢’est-a-dire que f
est de classe CT*° sur l'intervalle | — a, a] et vérifie :

V(n,z) € Nx] — a,a[, f(")(x) >0

‘,En-&-l

1
Pour tout (n, z) € Nx| — a, a[, on pose Sy, ( Z f et Ry (x) = / (1 —w)" £ (zu)du.
0

n!

3.2.1. Justifier que, pour tout z € [0, al, la suite numerlque ( ' (Z))n>0 est convergente de limite f(x).

(0
3.2.2. Montrer que pour tout b €]0, a[, la suite numérique <f ( ) ) est convergente de limite nulle.
n>0

(n+1)((
3.2.3. Montrer que, pour tout z €] — a,0[ et toutn € N, |R,,(z)| < f(+1())|xn+1 puis en déduire que la suite
f (")( )
numérique (S, (x))n>0 est convergente de limite f(z). On posera alors Z 2" = lim Sp(z) =

n—-+oo
f(z).
3.3. Application a la fonction tangente :
. 1 . P ,. ™ T
Dans cette section, on considére la fonction f : x — tan z, définie sur I'intervalle } ~3'5 [

T
3.3.1. Justifier que f est dérivable sur I'intervalle } 35 [ et préciser 'expression de f’ en fonction de f.

3.3.2. Montrer que f est indéfiniment dérivable sur I'intervalle ] — E, g [ et que pour tout entier non nul n,
=~ (n _
Fo = 3 (k> 0 pn—k)
k=0

3.3.3. Montrer que, pour tout n € N et tout z € [O = [ f(z) >

Dans la suite, on pose a, = £ (0) pour tout n € N.
3.3.4. Soitn € N, exprimer a,,+1 en fonction de ay, - - - , a,, puis calculer les coefficients ag, - - - , ag.
3.3.5. Montrer que, pour tout p € N, ag, = 0.

n
T
3.3.6. Montrer que pour tout z € ] ~3'3 { la suite numérique <Z a2k+1x2k+1> est convergente de limite
k=0 n>0

tan x. On distinguera les cas © € [0, g [ et € } —g, 0 [

n
tanz = lim g a2k+1x2k+1:5 a2k+1x2k+1
n—-+oo
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Partie 4 :
D’autres propriétés des
fonctions absoluments monotones

4.1. Théoréme de Bernstein sur R :
Soit f une fonction absolument monotone sur R, en particulier f vérifie :

V(n,z) e Nx R, f™(z) >0

nofR)
Pour tout triplet (n, z,z9) € N x R x R, on pose Sy, 4, () = Z fT('xo)(x — zo)".
k=0 '

4.1.1. Sizp € R. En utilisant la section 3.2. de la partie précédente, montrer que pour tout réel z, la suite numérique
(Sn.,zo (2))n>0 converge vers f(x). On posera alors :

400 (n) "L )
> L - = i ST e a0 = (0
oy : k=0 '

n—-+oo

4.1.2. En déduire que si f s’annule en un point b € R, alors f est identiquement nulle.
4.1.3. On suppose qu’il existe un entier p > 1 et ¢ € R tel que f)(¢) = 0. Montrer que la fonction f) est
identiquement nulle. Que peut-on alors dire de f?

4.2. Application a I’étude d’autres propriété des fonctions absolument monotones :
Soit f un fonction absolument monotone et non identiquement nulle sur R. Soit (7, a) € R2.

" fk)
4.2.1. Montrer que la suite (Z mk(m - a)k> est convergente de limite (z — a) f'(x).
n>0

k!
k=0 >
4.2.2. Montrer 1 E”: f(k)(a)k k— —a)k - N2gn
2.2, qua la x ( 1)(z —a) est convergente de limite (z — a)” f"(x).
k=0 ’ n>0

m o f(k)

4.2.3. En déduire que la suite (Z fT(a)k2 (z — a)k> converge vers (x — a)2f" (z) + (z — a) f' (z).
k=0 ’ n>0

4.2.4. On suppose de plus que a < z. Montrer que, pour tout entier naturel n,

npk) (g 2 n k) (g " (k) (g

k=0 k=0 k=0

Puis en déduire que :
(z—a)f'(2)* < f(2) ((z = ) f"(2) + f'(2))
4.2.5. Déduire de ce qui précede que f'2 < ff”.
4.2.6. Montrer que f est strictement positive et que la fonction = —— In(f(z)) est convexe sur R.

4.3. Soit f une fonction absolument monotone sur R telle que f(0) = f/(0) = 1. Montrer que f est strictement positive
et que, pour tout réel z, f(z) > e®.

Fin du sujet
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