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Juillet 2021 Sujet de Mathématiques Durée : 4h

Le sujet de I’épreuve de mathématiques du concours général des sciences et techniques, session 2021, est composé
d’un probléme formé de cinq parties.

Pour répondre da une question donnée du sujet, tout candidat peut admettre et utiliser les résultat des question
qui la précédent, méme s’il ne les a pas traitées, a condition d’indiquer avec précision les références des questions
utilisées.

Il est a noter que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements
constitueront des éléments important pour Uappréciation des copies. Il convient en particuler de mentioner avec
précision les références des questions abordées.

L’usage de tout document ou matériel électronique est interdit

Si au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie
et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Probléme :
Polynomes de Tchebychev de premiére espéce et applications

Notation, définitions et rappels :
. On note N I’ensembles des entiers naturels, Z celui des entiers relatifs, R celui des nombres réels et C celui des

complexes.

. Pour tout z € C, on note Re(z) (resp. Im(z)) la partie réelle (resp. imaginaire) du complexe z, et || (resp. Z) son
module (resp. son conjugué), on rappelle que |z| = \/2Z = \/(Re(2))2 + (Im(z))? et que, pour tout couple u et v
de complexes, on a :

[lul = Jvl] < |u =] < |ul + |v]

Pour tout réel #, on note €Y le nombre complexe définie par e = cos 6 4 i sin 6.
!
. Pour tout (r, k) € N2, avec k < r, on note (2) le coefficient binomial défini par (2) = ﬁ

. Fonctions polynomes :

— On rappelle qu’une fonction polynéme non nulle, de degré n € N, est une fonction définie sur C de la forme
n
P:z+— P(z) = Z apz®, ot ag,--- ,a,_1 sont des nombres complexes et a,, est un nombre complexe non
k=0

nul, nommé coefficient dominant de P. Si, de plus a,, = 1, la fonction polynéme P est dite normalisée ou unitaire.
n

— Si les coefficients de P sont tous réels, 'application z € R — P(z) = Z apx” est une fonction réelle de la

k=0
variable réelle, noté encore P.

— On appelle racine de P tout nombre complexe 2 tel que P(zg) = 0. Si 2 est une racine de P, on appelle ordre de
multiplicité de zg le plus grand entier m > 1 pour lequel il existe une fonction polynome @ telle que Q(zp) # 0 et

VzeC, P(z) = (2 —2)"Q(2)
— On appelle fonction polynome dérivée de P la fonction polyndme notée P’ et définie par :
P 2+ P'(2) =na,2" '+ (n—1)an_ 12" 2+ +2a0z +a; = Zkakzk_l
k=1
Sin > 1 et P’ est la fonction nulle si n = 0.
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— Par récurrence sur £ € N, on définit la fonction polynéme dérivée d’ordre k de la fonction polynéme P, notée
P®), par P(O) = P et pour tout k € N*, P(F) = (P(k=1))/,
— On rappelle et on admet que si P et () sont deux fonctions polynémes, alors :

(P+Q) =P +@Q, (PQ) =P'Q+PQ et (P) =rPP' reN*

— Si P est une fonction polyndme, on pose ||P|| = sup |P(z)|. Cette borne supérieure est bien définie puisque
z€[—1,1]
{|P(x)| : © € [-1, 1]} est une partie non vide et majorée de R.

— Pour tout n € N*, on note U,, 'ensemble des fonctions polynémes de degré n et unitaires (ie. de coefficient
dominant égal a 1).

5. Résultats admis sur les fonctions polynémes :

— Théoréme fondamental de I’algébre (D’Alembert-Gauss) : Toute fonction polyndéme de degré n > 1 admet
n racines complexes comptées avec leur ordre de multiplicité, autrement dit, il existe (a,,r) € C* x N*, des
complexes z1, - - - , 2, et des entiers naturels non nuls a1, - - - , o, tels que :

Vz e C, P(z) =ay, H(z — zp) %k
k=1

— On en déduit que, pour toute fonction polynéme non nulle, le nombre de zéros, comptés avec leur ordre de
multiplicité, est égal a son degré. En particulier, une fonction polyndéme ayant une infinité de racines est nulle.

6. Polyndomes trigonométriques :

— On appelle polynéme trigonométrique toute application f : R — C pour laquelle il existe N € N et des complexes
C_N, " ,C0, "+ ,CN tels que:

N
VOER, f(0) = Y cxe™”
k=—N

Lorsque f n’est pas le polyndme trigonométrique nul, on supposera que (¢, cy) # (0,0).
— Sia et b sont deux réels tels que a < b, on définit les intégrales suivantes :

b b b b N b
/eikede ::/ cos(k@)d@—i—i/ sin(k0)do et / f(6)de = Z ck/ e dg

k=—N

On vérifie que la fonction f : R — C, # — f(0) est aussi un polynéme trigonométrique et que :
b b b
[ o = [ Faas = [ riepee

L’objectif de ce probléme est d’étudier quelques propriétés des fonctions polynémes de Tchebychev, de premiére espéce,
et de déterminer la borne inférieure :

inf {||P||, P € Uy}

Ainsi que I'unique fonction polynéme de U,, réalisant cette borne inférieure.

Partie 1:

Premieéres propriétés des fonctions polynémes de Tchebychev
On considére la suite (7}, ), cn de fonctions polyndmes définies par :
Vz € C,To(z) = 1,T1(2) = z et Tpp1(2) = 22T, (2) — Thi—1(2), n € N*

1.1. Préciser les expressions des fonctions polynomes 75, 75,7} et Ts.
1.2. Soitn € N*,
1.2.1. Montrer que :
Vo € R, T,,(cos8) = cos(nb) (1)
1.2.2. Montrer que 7}, est 'unique fonction polynome a coefficients réels vérifiant la relation (1).

1.3. Degré, coefficients et partité de 7,,, n € N :
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1.3.1. Montrer que, pour tout n € N, la fonction polynéme T, est a coefficients entiers.
1.3.2. Soit n € N, déterminer le degré de T, ainsi que son coefficient dominant.
1.3.3. Soit n € N, préciser la parité de 7}, en fonction de celle de n.

1.4. Une expression de la fonction polynéme 7}, pourn > 2:
Soit n un entier naturel > 2.

1.4.1. Soit # € R. Calculer la pertie réelle du complexe (cos 6 + i sin )™ en fonction de cos § et sin 6.
1.4.2. Montrer que, pour tout réel 4 :

T, (cosf) = Z (=1)* <27;€> (cos B)" 2 (sin §)2*

0<2k<n
On pourra utiliser la formule de Moivre.
1.4.3. En déduire que, pour tout z € C, T,,(2) = Z (—1)* <n) 22k (1 = 22)k

2k
0<2k<n
1.4.4. Retrouver les résultats de la question 1.3. précédente.

1.5. Soitn € N* :

1.5.1. En utilisant la formule d’Euler, montrer que :

Vo e Rycostg— o () L Ls~( 20
€Rcos™0= o0 |, +WZ n—p cos(2p0)
p=1

n
1.5.2. En déduire, que pour tout z € C, 22" = Z biTor(2), out les nombres by, - - - , by, sont des rationnels dont on
k=0

précisera les valeurs en fonction de n.

1.6. Expression des coefficients de la fonction polynéme 7,, pourn > 2:
Soit n un entier naturel > 2.

1.6.1. Montrer que :
Vz € R, (1 — 2T/ (x) — 2T, (x) + n*Tp(x) =0

n
1.6.2. Onpose Ty, (x) = Zamkxk, r e R.
k=0

(i) Pourtoutk € {0,--- ,n — 2}, exprimer ay, 42 en fonction de ay, .
(ii) En déduire, pour tout k € {0, -- ,n}, I'expression de a,, 1, en fonction de n et k.
On pourra distinguer les cas selon la parité des entiersn et k.
1.7. Une autre propriété de la fonction polynéme 7;, pour n € N*:
On note cosh et sinh les fonctions de R vers R définies par :

Va € R, cosh(z) = % et sinh(z) = %

1.7.1. Vérifier que les fonctions cosh et sinh sont respectivement paire et impaire.
1.7.2. Justifier que les fonctions cosh et sinh sont de classe C* sur R et cosh’ = sinh et sinh’ = cosh.

1.7.3. Dresser le tableau de variations de cosh et en étudier les branches infinies puis tracer son graphe.

1.7.4. Justifier que pour tout 2z € R, cosh(z) > 1 et que cosh(z) = 1 si, et seulement si, z = 0.

1.7.5. Justifier que la fonction cosh réalise une bijection de 'intervalle [0, +o0o[ sur I'intervalle [1, +o0[.

1.7.6. Montrer que pour tout (x,y) € R?,
cosh(z + y) + cosh(z — y) = 2cosh(z) cosh(y) et que cosh?(x) — sinh?(z) = 1
1.7.7. En déduire que :
Vn € N,V0 € R, cosh((n + 1)8) + cosh((n — 1)0) = 2 cosh(n8) cosh(f)

1.7.8. Montrer que :
Vn € N,V0 € R, T, (cosh(#)) = cosh(nf)

1.7.9. Montrer alors que sin € N*, z € Ret |x| > 1 alors |T),(x)| > 1.
1.7.10. Soient n € Netx € R, avec > 1, exprimer en fonction de n, de x et de vz2 — 1.

@)
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Partie 2 :

Application a la résolution de I’équation cos(rm) = s
d’inconnues r, s € Q\ Z

. . . m p
Dans cette partie, on cherche les rationnels non entiers r et s tels que cos(rm) = s, on pose alors r = — et s = = avec
n q

(p,m) € (Z)* (g;n) EN? n>2,g>2etpAg=mAn=1
2.1. Montrer que T, <p) =(-1)™
q

2.2. Montrer que 'entier ¢ divise 2n=1 0on remarquera que le polyndome T, est a coefficients entiers.

2.3. En déduire qu’il existe e € {1,--- ,n — 1} tel que ¢ = 2°. Que peut-on alors dire de la partié de 'entier p?

Dk
2¢k

2.4. Montrer que, pour tout k € N, il existe e, € {1,--- ,n—1} et un entier naturel impair py, tels que : cos(2kr7r) =

2.5. Exprimer e en fonction de ey, pour tout k € N, puis en déduire 'expression de ey, en fonction de e et k.

2.6. Montrer alors que e = 1 et p = %1, puis donner les valeurs possibles des rationnels s et r.

Partie 3 :

Zéros, extrémums et une autre propriété remarquable de T},
Application a la déterminer la borne inférieure inf {|| P||, P € U,}

Dans cette partie, on suppose que n est un entier naturel > 2.
3.1. Zéros de la fonction polynéme 7, :

3.1.1. Résoudre I’équation cos(nf) = 0, d’inconnue 6 € R.
3.1.2. Montrer que la fonction polynéme T;, posséde exactement n racines réelles x1, x3,- - - , x, avec x1 > x3 >
<+ > I, et calculer 2, pour tout k € {1,--- ,n}.
3.2. Extrémums de la fonction polynéme 7;, sur le segment [—1,1] :

3.2.1. Montrer que siz € [—1,1], alors |T,,(z)| < 1.
3.2.2. Montrer que toute racine réelle de I’équation |7,,(z)| = 1, d’inconnue z € R, est dans le segment [—1, 1].
3.2.3. Résoudre I’équation | cos(né)| = 1, d’inconnue 4 € R.

3.2.4. En déduire que I’équation |T),(z)| = 1, d’inconnue = € R, posséde exactement n + 1 solutions réelles
Y0, Y1, ** »Yn AVEC Yo > Y1 > -+ > Y, et calculer yi et T),(yx) pour tout k& € {0,1,--- ,n}. On pourra
utiliser (1).

On a en particulier prouvé que ||T,]| := sup |Tn(x)| = 1.
—1<a<1

3.3. Résoudre I'équation 7, (z) = 0, d’inconnue z € R.
3.4. Représenter graphiquement les fonctions © — T (x), sur le segment [—1, 1], pour k € {1,2,3,4}.

3.5. Soit P une fonction polynéme a coefficients réels, de degré n et de coefficient dominant égal a 27!,
On cherche a montrer que ||P|| := sup |P(x)| > 1. Raisonnant par I'’absurde, on suppose || P|| < 1, ainsi pour
<z<1

tout z € [—1,1], |P(x)] < 1.
3.5.1. En considérant le signe de la quantité T, (x) — P(x) pour « € {yo, - , Yn }, montrer que la fonction polynoéme
T, — P s’annule sur chacun des intervalles |yx, yp—1[, 1 < k < n.
3.5.2. En déduire une contradiction en considérant le degré de la fonction polynéme 7,, — P.

3.6. Déterminer la borne inférieure inf {||P|, P € U, } :

3.6.1. Soit P € U,,, c’est-a-dire que P est une fonction polynéme de degré n et unitaire.

1
on—1°

(i) On suppose que la fonction polyndéme P est a coefficients réels. Montrer que ||P|| := sup |P(z)| >
—1<a<1

1
on—1°

(ii) Dans le cas général, montrer de méme que |P| = sup |P(z)| >
—1<x<1
On pourra séparer prtie réelle et partie imaginaire de P(x) pour x € [—1,1].

3.6.2. Montrer que inf {||P||, P € U, } existe et en considérant un élément bien choisi de U,,, justifier que :

inf {||P||, P € U,} =

2n—1
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Partie 4 :

Etude des polyndmes trigonométriques

Soit f : R — C un polyndme trigonométrique défini par :

N
VOER, f(O)= > cpe™
k=—N

4.1. Unicité de I’écriture d’'un polynome trigonométrique et application :

2m 2m
4.1.1. Soit m € Z, calculer les intégrales / ™04 et f(0)e~™%40.
0 0

4.1.2. En déduire 'unicité de I'écriture d’un polynéme trigonométrique.
4.1.3. Montrer que f est & valeurs réelles si, et seulement si, pour tout & € {0,--- , N}, c_j = Cf.
4.2. Line entre fonction polynéme et polynéme trigonométrique :
On suppose ici que le polyndme trigonométrique f est non nul, ce qui veut dire que (¢, cy) # (0,0).

4.2.1. Montrer qu’il existe une unique fonction polynoéme P telle que :
Vo e R, f(0) = e NOP(e)

Et calculer les coefficients ag, a1, - - - de P en fonctionde c_pn, - ,co," -+ ,CN-
4.2.2. Préciser le degré de P lorsque ¢y # 0.

4.3. Etude des polynémes trigonométriques a valeurs réelles :

On suppose ici que le polynome trigonométrique f est non nul, ce qui veut dire que (¢, cy) # (0,0), et qu’il
2N

est de plus a valeurs réelles. On note P : z — P(z) = Z ax2" I'unique fonction polynome telle que :
k=0

VO € R, f(0) =e N0P(e?)

4.3.1. Montrer que P(0) # 0 et vérifier que, pour tout k € {0,--- ,2N}, aon—i = Tg.
2N

4.3.2. On note P la fonction polynéme P : z — P(2) = Z@zk. Vérifier que :
k=0

Vz e C*, P(z) =22V P(1/2)

1
4.3.3. Montrer que si zp € C est une racine de P d’ordre de multiplicité m > 1, alors zg # 0 et — est aussi racine
Zo
de P d’ordre de multiplicité m.

4.3.4. Soit 0y € R tel que ' soit une racine de P d’ordre de multiplicité m > 1. On note @ : R — C la fonction
polynome telle que Q(e'%°) # 0 et :

VzeC, P(z)=(z— eieo)m Q(z)

(i) Montrer qu’il existe une fonction g : R — R continue, qu’on exprimera a I'aide de @), telle que g(6y) # 0 et

o Vo eR, f(A) = (sin <9 _200>>mg(9)

(ii) Montrer que si f est de plus a valeurs réelles positives, alors m est pair.

4.4. Etude des polynémes trigonométriques a valeurs réelles positives :
On suppose ici que le polynoéme trigonométrique f est non nul et qu’il est de plus a a valeurs réelles positives.
2N

Onnote P: z+—— P(z) = Z ay,z* I'unique fonction polynome telle que :
k=0

Vo e R, f(0)=e NP(e?)
4.4.1. Montrer que I'on peut factoriser sous la forme :
Vz € C, P(z) =aPi(2)P2(z)
Oua € C* et P;, P, sont des fonctions polynémes vérifiant les propriétés (i) et (ii) suivantes :
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P

(i) P = 1ou Pi(z H — €)% ot p € N*, ay,--- ,ap € N*etfy,---,0, € [0,2n[ deux a deux
distincts. -
a

(i) P, = 1ou Py(2) = H ((z = z)(z — 1/z))%, ott By, - ,Bg € N*et zq,---, 2, des complexes deux a
k=1

deux distincts et de modules < 1.

P q
Que vaut la somme Z oy + Z B en fonction de N ?
k=1 k=1
4.4.2. En déduire qu’il existe une fonction polynéme R, de degré N telle que :

v0 ER, f(0) =|R(c")]”
On pourra remarquer que, pour tout § € R et tout k,
i0

(ei0 _ zk)(e“’ —1/7) = 76j|ew B Zk|2 ot (ew B e“’k)Q — 0,10k 10 _ i0k |2
2k

Partie 5:

Application a la détermination de I'unique fonction polynéme de U,,
réalisant la borne inférieure en question

Soit f : R — C un polyndéme trigonométrique défini par :

VO eR, f(O che

k=—N
On suppose que f est non nul et qu’il est a valeurs réelles positives.

5.1. Montrer qu’il existe un unique (ag, a1, b1, ,an,by) € R*VF1 quon exprimera en fonction des cy, tel que :
N
VO ER, f(0 Z ay, cos(kf) + by, sin(k0))

5.2. D’apreés la question 4.4.2 ci-dessus, on peut considérer une fonction polyndéme R, de degré N, telle que :
Yo € R, f(0) = |R(e)?
On note o, - - - , ay les coeflicients de la fonction polynéme R, avec ap # 0.

5.2.1. Vérifier que, pour tout réel 4, f(6) = Z oTjakei(k_j)e et en déduire que :
0<k,j<N
N

any — by = 20p0an et ag = E v
k=0

5.2.2. En déduire que a3, + b% < ad.
5.3. Etude d’un cas particulier
On reprend les notations précédentes et on suppose que ag = ay = 1. On pose M (R) = sup {|R(¢"’)| | § € R}.
5.2.1. Que deviennent les relations trouvées a la section 5.2. précédente ?

5.2.2. En utilisant une intégration, montrer que M (R)? > ay.

5.2.3. En appliquant les résultats de la section 5.2. a la fonction g :  — M (R)? — f(6), montrer que M (R) > 2,
avec égalité si, et seulement si, v; = --- = ay_1 = 0.

5.4. Etablissement du résultat annoncé :
Soit n un entier > 2 et soit ) € U, tel que ||Q|| = ST

la fonction polynéme définie par :

VzeC*, Qi(z) =2"2 "Q( (z+1/z)> (3)
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5.4.1. Justifier que 'expression (3) définit bien la fonction polynéme ;.
5.4.2. Préciser le degré de ()1, son terme constant et son terme de plus haut degré.
5.4.3. Soient z € C* et f € R tels que 2 cos @ = z + 1/2. Montrer que :

1
Vm € Z, 2cos(mf) =z + o

5.4.4. Calculer M (Q1) et en déduire que Q;(z) = 2" + 1, pour tout z € C.
5.4.5. Montrer que 2" 1Q = T,,.

Fin du sujet
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