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Le sujet de Uépreure de m =
ext compasd d'un probdléme forme de quatre parties larpement sndépendantes d l'exception des trowsiéme

et quatnime partie qui font appelle 4 quelques résultats de la deunéme.

Pour répondn & une question donnde de er probléme, towt candidat peut admettre et utiliser _"’-‘
resuliats des questions qui la pricédent, méme <l ne les a pas traitd, & condition dindiquer avee précision
les référenors drs guestions utilisées.

Il est & noter gue la qualite de la rédaction et de la pricentation, la clarté et la pricision des mison-

nements constrtueront des fléments importanis pour l'appréciation des copies, [l convient en particulier

de mentioner arec pricision Ies | néférences | des questions aborddes.

L'usage de tout document ou matériel €lectronique est interdit.

tre une erreur d'énoned, il le signale

St an cours de U'éprenw, un candidat repdre oo qui lui semble ¢
xpliquant les raisons des initiatives qu'il est amené & prendre.

NUr sa copie ot poursuit sa compaosition en e

Etude des parties confinées par doublement d’angle
Définitions et notations

1. On note N l'ensemble des entiers naturels, Z cclui des entiers relatifs, R celui des nombres réels et
C celui des nombres complexes: si a € R. on note a Z 'ensemble défini par a Z = {ka : k = Z).

tturels non nnls, on note 1 A ko phis grand commun diviseur de n et

2. Sin et £ sont deux entiers ne
et on rappelle que,

de & (dit aussi p.g.ed. de n et £). On note ¥ la fonetion indicatrice d'Euler *

pour tout m € N°, {m) est le nombre d'éléments g € {1.....m} tels que m A g = 1.
< on note |r] la valeur absolue de x et |x] la

< 1+ 1 et on rappelle que

3. Si : £ C, |z] d&Signe e module de =, Si e R
<

partie entiere de r; |r] est I'unique entier relatif n vérifiant n <

[x+ %] = [x] + k pour tout entier relatif k.
4. Notation modulo un réel

v Sia>0etr R, onnote rmoda I'inique réel r e [0,a] tel que > — r € aZ. On notera que si r

et @ sont entiers. alors rmod a est exactement le reste de la division enclidienne de r par a.

v' 5i A est une partie non vide de R, on note Amod 2 la partie de Uintervalle [0, 2] définie par :

Amod2={rmod?2: re A}

5. Voeabulaire géométrique
On pose I' = [0, 2] et on identifie T avee le cercle unité, U={2e€C; |z| = 1} de C, & I'aide de la
bijection v': ' — U, t —s '™ : co qui autorise I'usage du vocabulaire gfométrique suivant :

v SiOsr < py<?2 les deux arcs Jermés de T" d'extrémités r et y sont [x,y], de longueur y — x, ot

la réunion [0.x] U [y. 2[= [,2 + x) mod 2, de longuer 2 4 » — y.
v Siz €T, le demi-cercle fermé d'origine r est 'are [r,r+ 1] mod 2

opposé a r est (r + 1) mod 2.

¢ le point de T' diamétralement

®. Eruim, mathdonaticien o1 phyvicien sulse (1707.)7KY)
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6. Application doublement d'angle; orbite
On définit 'application doublement d'angle 0 : T — T, 22—y (22) mod 2. Ainsi :

3 22 slaxelol,
Vzerl, “(m)_{ 22 -2 size(,2

L'application o se traduit dans le cercle unité & comme I'élévation au carré, c'est  dire I'application
U — U,z — =2, qui n'est autre que le doublement, de I'argument de z, son angle polaire dans T".

v On pose 0" = idr, 0! = o et 0" = go -0 pour tout entier naturel n > 2. Ainsi, on a :
n [ols

V2 €T, ¢%z) = z, 0'(2) = o(2), 0*(z) = 0o0(z) = o(a(z)), 0%(x) = ooooa(z) = ala(a(x)))...
v Siz €T, on définit Iordite de 2 sous o, notée O(x), par ;

O(z) = {o"(x) ; n € N} = {2,0(2),02(a),...}).
S'il existe r € N* tel que ¢"(x) = 2, alors O(2) est finie de cardinal p = min{m € N* ; ¢™(z) = z}
et dans ce cas, on dit que O(2) est une orbite périodique d’ordre p.
Partie confinée de I’

Une partie non vide A de T est dite confinéde si :
(i) A est stable par o, cest & dire o(A) C A;
(i) A est contractée, c'est A dire qu'ill existe un arc fermé, de I', de longueur < 1 et contenant A.

8. Si k et n sont deux entiers naturels tels quen 2> 2et 1< k< n—1,on considere le systéme linéaire

7

S(n, k), de n équations linéaires & n inconnues réelles @, 21, ..., 2n_1, suivant :
( 2rp—-2 = Tn—k
21, -2 = .
Stk) : { B=1-2 =y

234

{225 = Tp_q—k
qu'on peut abréger en écrivant :

20 -2=n,__. siie{o,... k—1}
g . (k—i) ) 1 1
(n, k) { 2z = 2y, siie{k,...,n- 1}.

L'objectif de ce probléme est de réaliser I'étude des parties de I' stables par I'application doublement d'angle
et conte.nues dans un arc fermé de cercle, de longueur < 1 (parties confinées de T) et de les dénombrer. Cette
étude fait appel aux systémes du type S(n, k) ainsi qu'a des techniques de I'analyse,

1% Partie
Etude du systéme S(n, k) dans cing cas particuliers
Premiers exemples d’orbites périodiques confinées

L.1. Etude du systdme 5(8,1)

1.1.1. Ecrire le systéme S (3,1) et montrer quil admet une unique solution, notée (3:33'1), 27(13'1) ,1'(3'1))
a préciser. 2

¥

1.1.2. Vérifier que 0 < mg"” < m§3-11 < 1,((]3.1) <.
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2.2.3. Montrer que 23" < 2.

2.2.4. Montrer que ™" < 1.
2.3. Etude ducas oli n Ak = dp2
On suppose fcl que n Ak = dz 2.
2.3.1. Soient i € {0,...,d—1} ct s € {0,. ...k —1); on pose r, = (ns) mod k. Montrer que
Ogi+rask—1
: 1,k _ lnik)
2.3.2. En déduire que a:{,"'” = af V== gl
2.4. Existence d’une solution du systéme S(n, k) .
=1}, 2™ = 2.
K —1), 22" =2+ 285
liser une réindezation.

2.4.1. Montrer que, pour tout i € {k,.

2.4.2. Montrer que, pour tout i € {0y--+
justifier que |igt) =1 et |2bti=k] = n — 1 puis uti

On pourra
2.4.3. Que dire de (a:g"”,zg"'“. i ,:ni,"_ll) vis-d-vis du systeme S(n, k)7
2.5. Unicité de la solution du systéme S(n, k)
de n équations linéaires & n inconnues réelles

On considere le systéme linéaire homogene H(n, k),

20y 215+ -y 2n—1, SUVaNL :
2z; = Zp—(k—1) siie {U, o k- 1},

H(n,k) : { 22; = Zi—k siie{k,...,n—1}.

2.5.1. Vérifier que le systeme H (n, k) se traduit par les n équations 2z; = Z(i—k) mod n»
et montrer plus généralement que

2.5.2. Soit i € {0,...,n — 1}. Vérifier que 4z = Z(i-2k)modn

Dgign—L

vme N, 2™2; = Z(i—mk) modn-

2.5.3. Résoudre le systeme H(n, k).

2.5.4. Conclure quant & I'unicité de la solution du systéme S(n, k).

géme Partie

Construction d’orbites périodiques confinées de I’
Etude du cas général

Soient n et k deux entiers naturels telsquen 22, 1< k<n-letquen Ak = 1. On reprend les
notations de la partie précédente et on pose
fh = i
nk) _ _|na .
; "_—'1_2—:122 *) ie{o,...,n—1}.
s=0
On cherche ici & établir d’autres propriétés remarquables des mg"'k), 0 <i <n— 1. Il est évident que

ces réels sont strictement positifs.
Remarque : Le cas k = 1 étant déja étudié dans la section 1.4. de la premiére partie, on peut suppose

ici que k > 2, doncn 2 3.

3.1. Calcul de € = z{™ — z(™*)
ns

3.1.1. Montrer que, pour tout s € {1,...,k =1}, | 3] = |257).
On pourra effectuer la division euclidienne de ns par k.
n —_—
3.1.2. En déduire que £ = 2 2.
n —1
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2.2.3. Montrer que 2" < 2,

2.2.4. Montrer que ms:t.k) <1

2.3. Btudoducasotin Ak =d 3> 2
On suppose ici que n Ak =d 3 2.
2.3.1. Solent i € {0,...,d—1} ct 8 € {0,...,k — 1}; on pose r, = (n8) mod k. Montrer que

O<i+ragh—1.

2.3.2. En déduire que m},"‘k) = :!ig"'k) SEERES “’El':’:)-
2.4. Existence d’une solution du systéme S(n, k)

; K 0
2.4.1. Montrer que, pour tout i € {kosn—1), 2::&" ) = m&’lk)-
(n,k)

; nk

2.4.2. Montrer que, pour tout i € {0,...,k =1}, 2-"’5 Vs g + T ik

On pourra justifier que |5k ] = —1 et |2E4=E i=k | = 5 — 1 puis utiliser une réindezation.

2.4.3. Que dire de (mf,""",:::g""")1 - .,a:f,"_'l,']) vis-d-vis du systeme S(n, k)?
2.5. Unicité de la solution du systéme S(n, k)

On considére le systéme linéaire homogene H(n, k), de n équations linéaires & n inconnues réelles
200215 -+ 2n—1, Suivant :

A . 2z; = 2p—(k—1) SliE{(],...,k—l},

H(nlk) * { 22;:2{_“. SifE{k,....ﬂ—l}.

2.5.1. Vérifier que le systéme H(n, k) se traduit par les n équations 2z = Z(i_kymedn, 0 <1< N — 1.
2.5.2. Soit i € {0,...,n — 1}. Vérifier que 4z; = Z(;—gk)mod n €t montrer plus généralement que

Yme N., 2Mzi = Z(i—mk) mod n-

2.5.3. Résoudre le systéme H(n, k).
2.5.4. Conclure quant & I'unicité de la solution du systéme S(n, k).

3éme Partie
Construction d’orbites périodiques confinées de T’
Etude du cas général

Soient n et k deux entiers naturels tels que n 2 2,1 S k< n-1et que n Ak =1. On reprend les
notations de la partie précédente et on pose

k-1
(b _ 1 —|oady
gy = 1_2_"22 5=, i€{0,...,n-1}.

On cherche ici a établir d’autres propriétés remarquables des m&"‘k), 0 <ig<n-1. Il est évident qu
ces réels sont strictement positifs.

Remarque : Le cas k = 1 étant déja étudié dans la section 1.4. de la premiére partie, on peut suppos
ici que k > 2, doncn 2 3.

3.1. Calcul de ¢ = z{™*) — z{"})

n—
ns—1

3.1.1. Montrer que, pour tout s € {1,...,k =1}, | 3| = | 2]
On pourra effectuer la division euclidienne de ns par k.

3.1.2. En déduire que £ = gn :::
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3.2. La suite (ﬂ":-" )usu;n-l est strictement décrolssante

3.3. Des orbites périodiques d’ordre n et confinées de I'

4.1. Quelques propriétés utiles de 'application o

3.2.3. Etablir Ia stricte décrolssance de la suite (:1.l

3.3.1. Justifier que 0 < 2,V < ... < _—,,L"»*') <1<ai™

3.3.2. Montrer que {mf,"'k),mg"'”,...,..-“_1
8.3.3. Combien d'orbites périodiques d'ordre n et confinées de T' peut-on obtenir de cette maniere?

3.2.1. Montrer que application 5 — (ns) mod k est une bijection de {0,... .k — 1} sur luif‘fll“'v'-
. i
3.2.2. Soit i € {0s--.,n = 2}. Montrer qu'il existe s; € {0,...,k — 1] tel que |25 ] < | Reg=)

_[_ﬂ.k))
0gig<n—1

(n,k) (n,k) oo o & TE’]"'“ < 2.

2"V ot une orbite périodique d'ordre n et confinée de T'.

4¥me partie
Détermination des parties confinées de I’

4.1.1. Montrer que ¢ est surjective.
4.1.2. Déterminer o(0), a(1/2), a(1), ¢(2/3) et o(4/3) puis analyser la monotonie de I'application o.

4.1.3. Déterminer les orbites périodiques d’ordre 1 sous o.
4.1.4. Soient z,y € T. Montrer que a(2) = o(y) si, et sculement si, = et y sont égaux ou bien

diamétralement opposés.

4.1.5. Soit A = [a,a + {Jmod?2 un arc fermé de T, d’origine a et de longueur ¢ > 0.

(i) Si £ < 1, expliciter o(A) et montrer que o(A) est un arc fermé de T, de longueur 27, et que @
induit une bijection de A sur o(A).

(ii) Si £ > 1, montrer que o induit une surjection de A sur I.

(iii) Montrer que si £ > 1 alors, 'image réciproque, par @, de toute partie non vide B de I rencontre
A; c'est-d-dire que si ) 2 B C T alors ANo~'(B) # 0.

Dans la suite de cette partie, on considére un arc fermé A = [a,a + {mod 2 de T, d'origine a € T et de

longueur £ €]0,1], et on lui associe la partie Ao de T, dite abusivement ensemble limite associé a A, définie

par :

Ax={z €T ; O(x) C A}

L'objectif est d'étudier quelques propriétés de An et d'appliquer ensuite les résultats obtenus pour

déterminer les parties confinées de T

4.2. Ensemble limite associé a4 un demi cercle fermé

On suppose ici que £ = 1 et on cherche & montrer que Ay, # 0.
4.2.1. Montrer que si a > 1 alors 0 € A et conclure que Ay, # 0.

4.2.2. On suppose que a < 1 et on définit par récurrence les ensembles Ag, A;, Ao, ...de la maniere

suivante :

A=A et Anpi=Anc'(4,), neN.

(1) Justifier que, pour tout n € N, A, # 0 et que Anyq C A,
(ii) Montrer que A = n An.

n20

(iii) Soit (an)n>0 une suite d'éléments de A telle que, pour tout n € N, a, € A,. En admettan
que « toute suite de nombre réels admet une sous-suite monotone », montrer que la suite (@n)n>

admet une sous-suite convergente (@y(n))n>0-
Dans la suite, on notera ay, la limite de (@y(n))n>0 : Qoo = nHTm Ayp(n)-
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(iv)OMontror que o € Ay ; on particuller Ao 5 0.
4‘2‘31" gr:agwﬁoﬁieih;g:ejlﬂn est une réunion finie d'arcs fem;ﬁ, -
! oo = {0). On pourra raisonner par i@ surde el expliciter A.
4.3. Ensemble limite associé & un ar. fermé de cercle, de longueur < 1
On suppose ici que € < 1 et on chercle j montrer que ln partie Aco est finie,

Pour tout couple (u,v) € I'%, on pose :
d(u,v) = min {ju—v|,2 - [u— v|}.

4.3.1. Si (z,y) € A%, avec = # .
(i) Montrer, en distinguant les cas, que

d(a(x),0(y)) = 2d(2,y) ou d(o(2),0(y)) =2 - 2d(x,y).
(ii) Si de plus d(z,¥) > 2(1 - ¢), justifier que d(a(z),o(y)) > 2(1 — ) puis montrer qu’il existe 1o € N
tel que
VneN, n3zno=d(o"(z),0"(y)) =2(1-09).
4.3.2. Montrer qu’en général, la partic Aoo est finic,

4.3.3. Si 0 € A, montrer que Ay = {0}

4.4. Détermination des parties confinées de T’
Soit C une partie confinée de T'; on sait par définition que C est non vide, stables par o et contenues

dans un arc fermé de cercle A, de longueur £ < 1.
4.4.1. Montrer que C est une partie finie de T',
4.4.2. Justifier que o induit une permutation sur C.
4.4.3. Déterminer la partie C lorsqu’elle est réduite & un point.

Dans la suite, on suppose que C contient au moins deux points et on pose :

C={aﬂi"'san—l}1 avec n22 et 2>0{]>"'>ﬂn.—120.

4.4.4. Justifier que ap,—1 > 0 et que ap — ay—) < 1.
4.4.5. Soit k= Card({j € {0,...,n—1}; a: €]1,2[}).

(i) Montrer que k£ > 1 et que
G > > 0-1>1>a>...>ap-1.

(ii) Montrer que
o(ai) = Qn-(k—i) SITE {0,...,k -1},
o(a;)) =ai—x sii€{k,...,n—-1}
Que concluez-vous par rapport au systéme S(n, k) ?

4.4.6. Montrer que n A k = 1 et préciser les valeurs des réels ay,...,an-1.
4.4.7. Soit n > 2 un entier naturel donné. Combien existe-t-il de parties confinées de I' & n éléments?

FIN DU SUJET
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