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Juillet 2019 Sujet de Mathématiques Durée : 4h

Le sujet de I’épreuve de mathématiques du concours général des sciences et techniques, session 2017, est composé
d’un probléme.

Pour répondre d une question de ce probléme, tout candidat peut admettre et utiliser les résultats des questions
qui la précédent, méme si ne I'ai a pas traité, a condition d’indiquer avec précision les références des questions
utilisées

Il est a noter que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements
constitueront des éléments importants pour Uappréciation des copies. Il convient en particulier de mentionner
les références des questions abordées.

L’usage de tout document ou matériel électronique est interdit

Si au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie
et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Probléme 1:
Irrationalité et divisibilité de certains nombres réels

Notation, définitions et rappels :

1. Coefficient binomial :

|
Pour tout n € Net tout k € {0,1,...,n}, on définit : (:) = m le coefficient binomial usuel.

. T .
Par convention, on pose (k’) =0sik >r.

2. Dérivées successives d’une fonction : Soit I un intervalle non trivial de R et f : I — R une fonction numérique
définie sur I, soit p un entier naturel non nul. Par convention, on pose (%) = f. On dit que la fonction f est une
fois dérivable sur I si elle est dérivable sur I, dans ce cas, on pose f(!) = f/, ot f’ la fonction dérivée de f, ou f’ la
fonction dérivée de f, (1) est appelée la fonction dérivée d’ordre 1 de la fonction f.

On dit que la fonction f est deux fois dérivable sur I si la fonction f(1) est dérivable sur I, dans ce cas, on pose
f@ = (MY ou (M)’ la fonction dérivée de f(1), f(2) est appelée la fonction dérivée d’ordre 2 de £, la fonction
@ s’appelle aussi la dérivée seconde de f et se note f”.

Par récurrence, on dit que la fonction f est p-fois dérivable sur I avec p > 2, si la fonction f?—1) est dérivable sur
I, dans ce cas on pose fP) = (f(P=1) ou (f(P=1) est la fonction dérivée de fP~1), f(P) est appelée la fonction
dérivée d’ordre p de la fonction de f.

3. Polyndmes a coeflicients réels :
On note P I'ensemble des fonctions polynomiales a coefficients réels, définies sur R, et P,, I'ensemble des polynémes
de degré inférieur ou égal a n. Tout entier naturel n correspond a un degré fini.
On rappelle que :
— Tout polynéme P € P est de classe C*> sur R, c’est-a-dire dérivable a tout ordre.
— Pour tout P € P, et tout entier k € N, si: k > n + 1 alors P*) =0
— Pour tout couple de polynémes P, Q) € P,ona:

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) et deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q))
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Partie 1:

Quelques résultats préléminaires

1.1. Formule de Taylor pour les fonctions polynomiales :
Soit n un entier naturel non nul. Pour tout P € P,,, on a la formule de Taylor suivante :

n pk) (g P (g
Ve eR, P(x)= Z %(m —20)* = P(20) + P'(z0)(x — o) +--- + %(m —z9)". (1)
prs ! !

1.2. Application 1:

Soit n un entier naturel strictement positif. On définit la suite de polyndémes U,, par :

n —1)"
VEER, Up(z)= L@=D"
n!
1.2.1. Montrer que pour tout k£ € {0,...,n—1},ona U,(Lk)(O) = Uy(Lk)(l) =0.
1.2.2. Montrer que pour tout k € {0,...,n}, les dérivées A (0) et A (1) sont des entiers naturels non

nuls.

1.3. Application 2 : ordre de multiplicité d’'une fonction polynomiale
Soit P un polynéme non nul. Soit  un entier naturel non nul, et z( € R tel que :

Définition : On dit que xg est la racine de P d’ordre r, si et seulement si, il existe Q) € P, tel que :

Ve eR, P(x)=(z— )" Q)
Q(xo) #0

Montrer que r est le plus petit entier tel que :
P®)(z5) =0 pourtoutk € {0,...,7 — 1}, et P"(zq) #0.

1.4. Formule de Leibniz des dérivées n-iéme d’un produit de fonctions :
Soit I un intervalle non trivial de R, et soit n un entier naturel non nul. On considére deux fonctions g : I — R et
f+ 1 — R, n fois dérivables sur I.
Montrer que la fonction fg est n fois dérivable sur I et que

el (f0"@ =3 (1) 10w @

k=0

Indication : On peut utiliser un raisonnement par récurrence et I'identité suivante :

(Z:D*(n;l):@ l<k<n-1

1.5. Formule d’intégration par parties :
Soient a et b deux réels tels que a < b, et soit n un entier naturel non nul.
On considére deux fonctions f : [a,b] — Ret g : [a,b] — R, n fois dérivables sur [a, b], telles que f() et g(™)
soient continues sur [a, b].
On établit alors la formule d’intégration par parties suivante :

b b n
[ gt =1 [ g @ Y0 (1000 - 0Pt @) 6
a a h—1

1.6. Etude de quelques suites :

Tn+1
Tn

Montrer que la suite (2, )nen converge également, et que sa limite est 0.

1.6.1. Soit (x,,)nen une suite de réels strictement positifs telle que la suite ( ) converge et tende vers 0.
neN

n

1.6.2. Soit A un réel non nul. Montrer que la suite <'> converge et que sa limite est 0.
n!
neN

1.7. Condition nécessaire a I'irrationalité d’'un nombre : Pour tout réel 6 non nul, on définit :
07 ={k0 | keZ}, Z+0Z={k+Kk0|(kk)cZ}
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1
1.7.1. Supposons que 6 = P avec PGCD(p,q) = let(p,q) € Z* x Z*, alors Z + 07 = -7
q q

1.7.2. Soit (ky,)nen+ une suite convergente de nombres entiers relatifs telle que k,, — 0, alors il existe un entier
naturel N tel que :
vn>N, k,=0

1.7.3. Soit ¢ un réel non nul. Soient (p,, )nen+ et (gn)nen+ deux suites d’entiers relatifs vérifiant :

Supposons que la suite (p,© — g )nen- converge vers 0, alors le réel ¢ est irrationnel.

Partie 2 :

Irrationalité de e”
Pour tout nombre rationnel  non nul

Le but de cette partie est de démontrer que e est irrationnel pour tout nombre rationnel r non nul.

2.1. Base logarithmique naturelle :
On introduit les deux suites (uy, )nen+ €t (Up)nen+ définies par :

1 1 1 .
Up=1+—=4+ -4+ -+ neN

1" 2l n!’ n!’

2.2.1. Montrer que les suites (u,,) et (v, ) sont adjacentes, et que leur limite commune est le nombre e.
2.2.2. Montrer que, pour tout n € N*, on a u,, < e < vy, et en déduire que : 2.66 < e < 2.71

2.2.3. L’irrationalité de e : On raisonne par I’absurde et on suppose que e est rationnel, c’est-a-dire e =

ISH RS

avec (p, q) € N2, q > 1, p et ¢ premiers entre eux. Montrer que q!uq est un entier naturel et trouver la
contradiction.

On introduit les deux fonctions polynomiales U,, et L,, définies pour tout entier naturel non nul n par :

(1 —z)"

n!

Ve eR, Upy(z)= , et Ln(z) = UM (z)

Et on pose :

1
T, () :/0 ' L,(t)dt, x€R

2.2. Montrer que pour tout (n,z) € N* x R*,ona:

Et que T,,(x) # 0.
2.3. Montrer que pour tout (n,x) € N* x R*, ona:

2n

2" T (z)] < =

o max(1,e”)
n!

Puis en déduire que : lim z"7T,(x) = 0.
r—+o0

2.4. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, il existe deux polyndmes @,, et P, a coefficients entiers positifs et
de degré au plus n, tels que :

Ve eR, 22", (2)e™ = Qu(x)e™™ — Pu(z)

Indication : On pourra utiliser la formule d’intégration par parties (3) et le résultat de la question 2.2.1 de la premiere
partie.

2.5. Montrer l'irrationalité de e” pour tout r € N*.

2.6. En déduire que pour tout nombre rationnel 7 non nul, e” est irrationnel. En déduire que In(«) est irrationnel pour
tout entier « strictement positif et différent de 1.
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Partie 3 :

Quelques résultats sur les fonctions polynomiales

A toute fonction polynomiale P de & de degré n > 1, on associe la fonction polynomiale Q p définie par :

n

Vo €R, Qp(x)=P()+P'(x)+--+P"(x) =Y P ()
k=0
3.1. Vérifier que pour toute fonction polynomiale P de P de degrén > 1,on a:
n
Vo €R, Qp(x)=P(x)+P'(z)+ -+ P"(x) =) PH(x)
k=0

3.2. En déduire que pour toute fonction polynomiale P de P de degrén > 0,on a:

1
Va € R, a/ eI P(at)dt = e*Qp(0) — Qp(a) (4)
0

3.2.1. Vérifier que I'identité (4) est vraie pour toute fonction polynomiale P.

3.2.2. En déduire, par récurrence, que 'identité (4) est vraie pour tout entier naturel n et pour toute fonction
polynomiale P de P de degré n. Indication : on pourra utiliser le raisonnement par récurrence.

3.3. Soit V une fonction polydmiale a coefficients entiers positifs, de degré n > 1, et définie par :
VeeR, V(x)=by+bix+- - +bya”

Tels que by, b1, - - - , by, sont des entiers naturels.
Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 2, on considere la fonction polynomiale F' suivante :

1

Ve eR, F(x)= P- 1

PV (2).

3.3.1. Déterminer le degré de la fonction polynomiale F'.
3.3.2. Soit m le degré de la fonction F' et ag,ai,- - - , an, ses coefficients. Montrer que :

Ve eR, F(x)=ap+az+- -+ ana™.

Exprimer les coefficients ag, a1, . . ., a,, en fonction des entiers bg, by, . .., by,.
3.3.3. Montrer que Q) (0) est un nombre entier.
Indication : On pourra utiliser la formule de Taylor pour les polyndmes.
3.3.4. Montrer que le nombre Q(0) — V(0) est divisible par p.
3.4. Soit W une fonction polynomiale a coefficients entiers, de degré n > 1. Soit p > 2 un entier naturel. On définit le

polynéme P par :
1

(p—1)!
3.4.1. Montrer que pour tout k € {1,...,(n+ 1)p — 1} et tout réel x, on a :

VzeR, P(z)= P (W ()P

min(k,p—1)
) () — Y 1 i gye iy
@ =3 () oy e

3.4.2. En déduire que :
PO (0) = (W(0))".
3.4.3. Montrer que pour tout 7 € {p,--- , (n 4 1)p — 1}, les coefficients de P(") sont divisibles par p.
Partie 4 :
Transcendance du nombre e
Définitions :

+ On dit qu'un nombre réel o est algébrique s’il existe un polyndéme non nul a coefficients entiers dont « est une
racine.
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« Tout nombre qui n’est pas algébrique est appelé transcendant.

4.1. Montrer que v/2 + /3 est un nombre algébrique.

Le but restant de ces questions est de démontrer que le nombre e est transcendant, en s’appuyant sur un raisonnement
par 'absurde.

Supposons donc que e est un nombre algébrique, donc racine d’un polynéme non nul a coefficients entiers.
Autrement dit, il existe un entier naturel n > 1 et des entiers relatifs ag, a1, - - - , a, tels que :

ag+are+---+ae” =0, avecag,ay,...,a, €7Z, aga, # 0.

On fixe un entier p et on définit le polynéme borné P par :

VreR, P(z)=

Et on pose :

1
Rp(a) = a/ U=V P(at)dt, a€R.
0

4.2. Vérifier que : Z a;je’Qp(0) = 0, puis montrer que : Z a; (Qp(j) + Rp(j)).
j=0 j=0
Indication : Vous pouvez utiliser la formule (4) du Partie 3.

4.3. Montrer que :
(nln)Pe™

VjE{la"'an}a ‘RP(]”S (p—l)!

4.4. Onpose M = max |a;l.
1<j<n

4.4.1. Montrer que :
(nln)p~1

ZajRp(j) = ZajRp(j) Sann!eni'
3=0 j=1 (pi 1)

n
4.4.2. Montrer qu’on peut choisir le nombre premier p tel que : Z a;Rp(j)| <1
j=1

4.5. Montrer que Qp (1), -, @Qp(n) sont divisibles par p.
4.6. Montrer que Qp(0) — (—1)"?(n!)"P est divisible par p.

4.7. Montrer que si p > max(n, |ag|) alors ag@p(0) n’est pas divisble par p, puis en déduire que :
ZanP(j) = aoQp(0) + Z a;Qp(j) #0
§=0 j=1

4.8. En choisissant convenablement le nombre premier p, Trouver une contradiction, qui permet de conclure que le
nombre e est transcendant.

Fin du sujet
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